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Polinomio di Taylor

1 Asintotici e polinomio di Taylor

Gli asintotici ricavati dai limiti notevoli corrispondono in genere ai polinomi 77 (x) delle
funzioni considerate. Ad esempio, per x — 0:
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La principale eccezione ¢ cosz, il cui asintotico per x — 0 & Ty(x), dato che non esiste
il termine di grado 1:
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E possibile utilizzare come asintotici anche i polinomi di Taylor di ordini superiori.
Questi, analogamente a quelli ottenuti dai limiti notevoli, possono essere applicati anche
alle funzioni composte (effettuando implicitamente un cambiamento di variabile). Infatti,
se f(x) = 0 per x — x¢, allora
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Cio e particolarmente utile quando gli asintotici si eliminano completamente nella sem-
plificazione: basta considerare un polinomio di Taylor di ordine maggiore.

1.1 Esempio

lim sin(x — 1) — (z — 1)
a—1 tan(z — 1)

Non é lecito applicare ’asintotico

sin(z —1)~x—1 perz—1

dato che risulterebbe 0 al numeratore, cioé ’asintotico si eliminerebbe completamente.

Si puo invece utilizzare il polinomio T5(x):
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Al denominatore, invece, € stato normalmente applicato 1’asintotico

tan(x — 1) ~x—1 perx —1

2 Polinomio di Taylor di una combinazione lineare

Siano f e g due funzioni derivabili n volte in z¢, e siano «, 8 € R. Allora, per la linearita
delle derivate:
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3 Polinomio di Taylor della derivata
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4 Corollario del teorema di Peano
Sia f : (a,b) — R derivabile n volte in zg € (a,b). Se f'(zg) = f"(xg) = ---
fO=D(zg) =0 e fM(z0) # 0, allora
e sen e pari, f hain xg
— un minimo locale se f(™(zq) > 0;
— un massimo locale se f("(zq) < 0;
e sen ¢ dispari, f non ha né un minimo né un massimo locale in zg.
Dimostrazione: In generale,
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Siccome, per ipotesi, le derivate di ordine < n — 1 sono nulle, si ha in questo caso che
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Di conseguenza, secondo il teorema di Peano, per x — xq vale
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e Sen & pari, e f(™ (zg) > 0, allora
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per x — xg, cioé f ha un minimo locale in xg.

o Sen & pari, e f("(xq) < 0, allora
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per x — xq, cioe f ha un massimo locale in xg.

e Se invece n ¢ dispari, il segno di (x — xo)", e quindi di f(z) — f(zo), cambia da

sinistra a destra,
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e percio non esiste né un minimo né un massimo locale in xg. [

5 Stima dell’errore

In generale, 'errore commesso approssimando una funzione f(x) con T),(z) &

Sia f : [a,b] — R continua in [a, b] e derivabile in (a,b), e siano z,xg € (a,b), © # xg.

Si considera ’'intervallo

7— (xo,x) sexp <z
(z,20) sex < xg

e vi si applica il teorema di Lagrange: dc € I tale che
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fl(e) = = f'(c)(x — x0) = f(x) — f(x0)

Dato che f(zg) = To(x),
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quindi ¢ possibile stimare U'errore Ey(x) studiando il valore della derivata f’(x) nell’in-
tervallo I.

5.1 Esempio

Si vuole stimare ’errore commesso approssimando +/17 con 4. A tale scopo, si considera
la funzione
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tale che
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L’errore da stimare ¢ quindi
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Calcolando la derivata,

si puo riscrivere ’errore come
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che, nell’intervallo considerato, € positivo e decresce all’aumentare di ¢, quindi il suo
valore soddisfa la disuguaglianza
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In questo modo, si determina che

4 < V17 <4.125

6 Teorema del resto di Lagrange

Sia f : [a,b] — R derivabile n volte in (a,b), e derivabile n + 1 volte in (a,b) \ {zo},
con xg € (a,b). Se £ & continua in (a,b), allora Vz € (a,b), z # 2o 3¢ € (20, ) (0
€ (x,x0)) tale che
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