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Prodotto scalare e basi ortogonali e
ortonormali

1 Prodotto scalare

Il prodotto scalare tra vettori di R™ ¢ un’operazione tra due vettori che restituisce
uno scalare:

= R"xR®" - R

Se u=(x1,...,xn) ER" ev=(y1,...,yn) € R", allora:
n
=Y an
i=1

1.1 Esempio

u=(1,2,3) eR® ©=(2,0,1) ¢ R3

3
u-v = E Ti - Yi
i=1

=T1-Y1+ T2 Y2+ T3 Y3
=1-242-04+3-1
=5



2 Norma

La norma (o modulo) di un vettore v € R" ¢ lo scalare /v - v e si indica con ||v]|.
Geometricamente, ||v]| € la lunghezza del vettore v.

Il vettore HZ—H € un vettore con norma 1 nella stessa direzione di v.

2.1 Esempi

v=(1,0)
v-v=1-140-0=1

ol = Voo =vi=1

u=(1,1)
lu| =vu-u=v1I-1+1-1=+2

3 Vettori ortogonali

In generale, vale la proprieta

w-v=|ul - ||v]| - cosuv

dove uv e I’angolo tra u e v.

In particolare, se u e v sono ortogonali (perpendicolari), allora

N ™ N
uv:§ — cosuv =0

Di conseguenza, u e v sono ortogonali se e solo se v - v = 0.

4 Basi ortogonali e ortonormali

Una base ¢ ortogonale se tutti i vettori che la compongono sono ortogonali tra di loro.

Una base ¢ ortonormale se & ortogonale e tutti i suoi vettori hanno norma uguale a
1.



4.1 Esempi

La base canonica di R? & ortonormale:
E ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)

(1,0,0) - (0,1,0) = 0
(1,0,0) - (0,0,1) = 0
(0,1,0) - (0,0,1) =0

1(1,0,0)] =1
1(0,1,0)] =1
10,0, )] =1

La base B = {(1, 2), (1, —%)} di R? ¢ ortogonale, ma non ortonormale:

(1,2)-(1,—;>=1-1+2-<—;>:1—1:0

l02)) = Vi i+2-2=v5#1

6Dl (D) -5

A partire dalla base ortogonale B, € possibile costruirne una ortonormale dividendo
ciascun vettore per la sua norma:
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