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Matrici

1 Matrice

Una matrice n x m (con n > 0 e m > 0) ¢ una tabella con n righe e m colonne di
numeri reali.

In genere una matrice n x m si indica:

a1l ai2 - Gim

a21 a2 -+ A2m
A=

apl QAnp2 - Gpm

Nella matrice A, I’elemento a;; si trova nella riga ¢ e nella colonna j.

Come notazione abbreviata, A = (a;;) ¢ una matrice A i cui elementi sono indicati con
Qjj-

L’insieme delle matrici n x m si indica con My, ,,.

1.1 Esempio

n=2 m=3
2 1 4
A=
(0 -1 7)
a1 =2 app=1 a3=4
ag1 =0 agg=-1 ag3="7
2 Matrice quadrata

Una matrice n X n (cioé con n = m) si dice quadrata (di ordine n).

L’insieme M,, ,, di tutte le matrici quadrate n x n si indica con M,,.



3 Vettori

e Se n =1, una matrice A € M, si dice vettore riga (o matrice riga).

e Se m =1, una matrice A € M,,; si dice vettore colonna (o matrice colonna).

Come caso particolare, se n = m = 1, le matrici A = (a11) € Mj,; corrispondono ai
numeri reali.

3.1 Esempi

Vettore riga:

A=(1 -9 3)e M3

Vettore colonna:

€ My

)

T s O N

4 Matrice diagonale e identica

Una matrice quadrata A = (a;;) € M, si dice diagonale se a;; # 0 solo per i = j.
Gli elementi sulla diagonale si indicano con a;.

Se A € M, e diagonale e a;; = 1 per ogni ¢ = 1,...,n allora A si dice matrice identica
(o identita) I,,.

4.1 Esempio

n=3
5 0 0
A=[0 3 0
0 0 —4
aj1 =95 age =3 azz=—4
a;;j =0sei#j



Matrici identiche:

N

I

w

&

|
O O =
o = O
—_ O O

5 Somma tra matrici

Date due matrici A = (a;;) e B = (b;;) in M,, 1, la loro somma A+ B ¢ un’altra matrice
C = (cij) € My, tale che ¢;; = a;j + by perognii=1,...,nej=1,..,m.

5.1 Esempio

n=2 m=3
2 1 0 010
A_(o -1 2) B_<001>

0 2 0
tipeoo (2 0)

ci=an+bn=2 c2=a2+bip=2
6 Prodotto per uno scalare

Data una matrice A = (ai;) € My, e uno scalare (cio¢ un numero reale) r € R il
prodotto per uno scalare 7 - A &€ una matrice tale che r- A = (r - a;;) € My .



6.1 Esempio

A

2 1 1
M- =—-€eR
<1 O>€ 2 r 26

N
O Nl

Nl— =

7 Prodotto righe per colonne

Date due matrici A € M, ,, e B € M,,,, il loro prodotto righe per colonne ¢ una
matrice A - B € M, , tale che

A- B = (c)

m
Cij = ) ik - bi
k=1

7.1 Esempio su matrici quadrate

1 0 01
=g 2-()
CZA-B:(Cij)
2
011Zzaw‘bm=a11'bl1+a12‘b21=1‘O+0‘1=0
k=1
2
012:Zalk‘bm:all'b12+012‘b22:1‘1+0'2:1
k=1
2
621Zza%‘bm=a21'b11+a22'521=1‘0+3'1=3
k=1



2
022Zza%‘bkz=a21'b12+a22‘522=1‘1+3'2=7

k=1
0 1

A-B =
(5 7)

7.2 Esempio su matrici non quadrate

1 2 3 4
a=(200 m=(o10o
1001
346 9
AB_<55314>

7.3 Proprieta

Il prodotto tra matrici

e non €& commutativo: anche se le due matrici sono quadrate, ed ¢ quindi possibile
calcolare sia A - B che B - A, non vale in generale la regola A- B =B - A

e ¢ associativo

e ha come elemento neutro la matrice identica I,

7.3.1 Controesempio della proprieta commutativa
1 2 1 0
=Gy =0
3 =2 1 2
A.B_<7 _4) B-A_<_2 _2>

A-B#£B-A



7.3.2 Esempio di elemento neutro

8 Sottomatrice

Data una matrice A € M, ,,, scegliendo alcune righe e colonne di A si ottiene una sua
sottomatrice, costituita dagli elementi di A che si trovano negli incroci tra righe e
colonne scelte.

8.1 Esempi
010
A=11 0 2
2 1 1
Se si scelgono le righe 2 e 3 e le colonne 1 e 3
010
A=1[1 0 2
2 1 1

si ottiene la sottomatrice:

(3

Controesempio:

1
< 0 1) non ¢ una sottomatrice di - a



9 Determinante
Il determinante ¢ un numero reale che si associa a una matrice quadrata:

det: M,, - R

Come notazione alternativa, il determinante di una matrice si puo indicare anche scri-
vendo la matrice tra parentesi verticali:

aip a2 - Qim

a1y a2 - a2m
det A =

anl Aap2 - O0nm

Il determinante si calcola nel modo seguente:
1. Sen =1, cioe A = (ay1), allora det A = aq;.

ailp  ai2

2. Sen =2, cioe A= <
az1  G22

>, allora det A = aq1 - asg — as1 - a1s.

3. Se n > 2, si sceglie una qualsiasi riga o colonna di A, poi

e se si e scelta una riga 7, si calcola
n
det A = Z(—l)”k - a;p - det A,
k=1
e se si e scelta una colonna j, si calcola invece
n
det A = Z(—l)kﬂ - ayj - det Ag;
k=1
dove con Aj;; si indica la sottomatrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta cancellando da A

la riga ¢ e la colonna j

La regola utilizzata al punto 3 prende il nome di regola di Laplace. Nell’applicarla,
conviene scegliere la riga o la colonna con il maggior numero di zeri, in modo da ridurre
il numero di addendi della somma.



9.1 Esempio 1

Scelgo la prima riga.

i )
N O N

3
det A = Z(—I)Hk ~ayy - det Ay
k=1

= (—1)1+1 -a11 - det Aqq
+ (—1)1+2 a1 det A12
+ (—1)1+3 ~aq3 - det A3

y
y

1) det A13=3-1-0-1=3

detA1;=1-2—-1-0=2

detA12:3-2—0-0=6

detA=1-1-24(-1)-0-6+1-2-3
=2-0+6=28
9.2 Esempio 2
01 0 1
0010
n=4 A=1g19 0
1 000

Scelgo la seconda riga.



4
det A = Z(—l)%’C - agy, - det Agg,
k=1

=040+ (—1)%"3 . ag3 - det Agz + 0
= —det A23

Ags = Agz = A’ = (aj;)

_= o O
O ==
S O =

Scelgo la terza colonna.

3
det Agz = Z(—l)k+3 -y - det Ajq
k=1
= (=1)'*% - dj3 - det A

0 1

det Aoz = det A/13 =-1

det A= —det Ays =1

9.3 Regola di Sarrus

Se n = 3, esiste un metodo alternativo per il calcolo del determinante, la regola di
Sarrus:

ail a2 aig
A= la ax a3
az1p asz ass



1. Si riscrive la matrice, ricopiando a destra della terza colonna le prime due.

ai; a2 aiz aix a2
Q21 G22 a3 a21 a22
azy az2 aszz asr as2

2. Si calcola la somma dei prodotti degli elementi di ciascuna delle tre diagonali
principali (dalla sinistra in alto alla destra in basso), meno la somma dei prodotti
delle tre diagonali secondarie (dalla sinistra in basso alla destra in alto).

detA = ai1- a2 - a3z + a2 - G23 - a3l + a3 - 421 - 432

— 31022 a13 —a3z2 - a3 - 11 — asz - a1 - a12

9.3.1 Esempio

detA=1-2-042-3-541-0-(-1)=5-2-1—(=1)-3-1-0-0-2
=0+30+0-10+3—-0=23
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