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Chiusura dei linguaggi regolari rispetto
all’inversione di stringhe

1 Reverse (inverso) di una stringa e di un linguaggio

Si indica con w' la stringa reverse (o inversa) di w, cio¢ la stringa w scritta “al

contrario”: se w = ay .. .ay,, allora wl=a,.. . a. Formalmente, il reverse wh diw e B*
¢ definito induttivamente nel modo seguente:
WF € sew =¢
arx®® sew=zxa,conz €Y eacy

Il reverse di un linguaggio L, indicato con L, ¢ il linguaggio

B—{w®|welL}

1.1 Inversione e concatenazione di stringhe

Utilizzando questa definizione induttiva di reverse di una stringa si dimostra che, se la
stringa w e composta da due stringhe o, 5 € ¥*, cioe w = af, allora

wh = gRaR
La dimostrazione ¢ per induzione su |3].
o Caso base: || =0, cioe B =e.

(aB)f = (ae)” €]

16 =
=af [concatenazione con la stringa vuotal
=eal? [concatenazione con la stringa vuotal
= eRall [caso base della definizione di reverse: e = ¢]
_ gk =g



o Caso induttivo: |5| > 0, cioé = ¢, con 7 € ¥* e ¢ € . L'ipotesi induttiva &
(o)t = yTal.

(@B)f = ()™ [B =1
=c(ay)*  [caso induttivo della definizione di reverse: (za)® = az’|
= eyt ® [ipotesi induttival
= (ve)al  [caso induttivo della definizione di reverse]
=gl [B=1d

1.2 Proprieta dell’inversione dei linguaggi

Siano L e M due linguaggi qualunque (non necessariamente regolari). Valgono le seguenti
proprieta:

1L (L-M)E=ME.LE
2. Vi >0, (L)% = (L)
3. (L*)R — (LR)*

Le dimostrazioni sono relativamente semplici, e non verranno presentate; sostanzialmen-
te, la 1 segue da (aB)f = BRaf, la 2 segue dalla 1 e la 3 segue dalla 2

2 Reverse di un’espressione regolare

Data un’espressione regolare E, 'espressione reverse di F, indicata con ET, ¢ definita
induttivamente sulla struttura di E:
E seE=0, FE=¢coFE=a€eX
SEL TR e E=8+T
Ef={TR.SR s E=S5-T
(ST)* se B =5*
L (S®) se E=(9)

Teorema: Data un’espressione regolare F, il linguaggio generato dal reverse di E ¢ uguale
al reverse del linguaggio generato da E, cioe L(ET) = L(E)%.

La dimostrazione € per induzione sulla struttura di F.
e Casibase: E =@, E=coFE =ac X. In questi casi, per definizione EF = E, e si

puo facilmente osservare che vale anche L(E)F = L(E)7 quindi L(E)f = L(ER) =
L(E).



e Caso induttivo E = S - T: si assume, per ipotesi induttiva, che S e T siano le
espressioni regolari tali che L(S)® = L(S®) e L(T)® = L(T%). Per definizione,
EF =TF.SE ¢ ha che:

L(S-T)® = (L(S) - L(T))" [semantica di -]
= L(T)® - L(S) [proprieta 1 dell’inversione]
= L(TR) - L(S™) [ipotesi induttiva]
= L(T" . s%) [semantica di -]

o Gli altri casi induttivi si dimostrano in modo analogo.

3 Chiusura rispetto all’inversione

Teorema: Se L & un linguaggio regolare, allora anche il linguaggio L® ¢ regolare.

Dimostrazione: Dato che L e regolare, esiste un’espressione regolare E che lo genera,
ovvero tale che L = L(E). Considerando adesso I’espressione regolare E, per il teorema
precedente si ha che L(E)® = L(ET). Mettendo insieme queste due proprieta, si deduce
che L = L(E)® = L(E®): esiste un’espressione regolare (E®) che genera L, dunque
quest’ultimo & un linguaggio regolare.

Come verra mostrato in seguito, questo stesso risultato puo essere dimostrato utilizzando
gli automi invece delle espressioni regolari.

4 Inversione tramite automi

La chiusura dei linguaggi regolari rispetto all’inversione puo anche essere dimostrata
utilizzando gli automi invece delle espressioni regolari.

Dato un e-NFA A = (Q, X, 6, qo, F'), l'idea & di costruire un altro e-NFA, ’automa reverse
Ap, in cui vengono sostanzialmente invertiti tutti i percorsi accettanti dell’automa A: se
in A esiste un percorso che accetta la stringa w = a; ... a,, passando dallo stato iniziale
go a uno stato finale f,
al an
G f

R:

allora in A deve esistere un percorso da f a qg che accetta la stringa w Qp .. .01,

fa_n>...a_1>q0

Perché questo percorso sia accettante, in Ag lo stato gp deve essere finale, e f dovrebbe
intuitivamente essere iniziale. C’¢ perd un problema: in generale, A puo avere piu stati
finali, ma Arp — come ogni automa stati finiti — deve avere un solo stato iniziale. La



soluzione ¢ introdurre un nuovo stato iniziale pg con delle e-transizioni che portano da
esso a tutti gli stati che erano finali in A, tra cui lo stato f del percorso considerato
prima.

Formalmente,

Ap = (QU{po},%,0r, 0, {q0})

dove pg ¢ @ (pp € appunto uno stato nuovo), e la funzione di transizione dp : (Q U
{po}) x B — 2QUPo} ¢ definita come segue:

5R(p07 6) =F
Vg €Q, Va€ X Or(g,a)={p€Q|qeilpa)}
La prima parte di questa definizione, dg(po, €) = F, specifica le e-transizioni che portano
dal nuovo stato iniziale pg a quelli che erano gli stati finali di A. Invece, la seconda
parte della definizione inverte la direzione di tutte le transizioni di J: se in A esistono ad
esempio le transizioni p; = ¢ e py — ¢, cioé q € 6(p1,a) e ¢ € d(pa,a), in Ag si hanno
invece ¢ = p1 e ¢ = pa, ovvero dg(q,a) = {p1,p2}.

Teorema: Dato un e-NFA A, si ha che L(A)f = L(AR).

La dimostrazione, che qui non verra mostrata, puo essere svolta ragionando induttiva-
mente sulle stringhe riconosciute da A.

4.1 Esempio

Si consideri il seguente automa A:

start




Esso riconosce il linguaggio generato dall’espressione regolare £ = 011* 4 100*, cioe
L(A) = L(011* + 100*).

In base alla costruzione appena presentata, il reverse di A e il seguente automa Ag:

start

Per il teorema, si ha che L(Ag) = L(A)%: il linguaggio riconosciuto da Ap ¢ il reverse di
quello riconosciuto da A. In termini di espressioni regolari, si puo osservare intuitivamen-
te che L(AR) = L(1*10 + 0*01), e quest’espressione ¢ proprio il reverse dell’espressione
E corrispondente al linguaggio di A:

(011* +100%)® = (011%)F + (100%)%

= (1901 + (0% (10)"
= (1R)*170F 4 (0R)*0R17
= 1*10 4 0%01

4.2 Dimostrazione della chiusura rispetto all’inversione

Come anticipato, utilizzando questo risultato sull’automa reverse si puo dare una dimo-
strazione alternativa del teorema di chiusura dei linguaggi regolari rispetto all’inversione,
ricordando che I'enunciato del teorema e:

Teorema: Se L & un linguaggio regolare, allora anche il linguaggio L® ¢ regolare.

Dimostrazione: Dato che L ¢ regolare, esiste un e-NFA A tale che L(A) = L. Per il
teorema precedente, 'automa reverse Ap & tale che L(Agr) = L(A)® = L% quindi anche
L & riconosciuto da un e-NFA, e cio dimostra che & un linguaggio regolare.
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