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o-piccolo, ordine di infiniti e infinitesimi,
e asintotici

1 o-piccolo

Si dice che f(x) ¢ un o-piccolo di g(x) per z — zp € R*, e si scrive

f(z) = o(g(z)) per x — z¢

se

im @ =
i g9(z) !

Osservazione: Se f(x) = o(1) per x — x, allora la funzione tende a 0:

lim @: lim f(z)=0
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1.1 Esempi
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quindi f(x) = o(g(x)) per x — +oc.
x

e lim — = lim — = 4+
x—0 Jj‘3 x—0 1’2

quindi f(x) # o(g(x)) per x — 0. Vale invece il contrario, g(x) = o(f(z)) per
x — 0, perché

. x .
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2 Ordine di infiniti e infinitesimi

o Siano f(x) e g(x) due infiniti per x — x¢ € R*. Se

mli_gﬂlo @) =0 < f(x) =o(g(x)) per z — xg

f(x)
9
si dice che
— ¢g(x) ¢ un infinito di ordine superiore rispetto a f(z);
— f(z) ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a g(z).
o Siano invece f(x) e g(x) due infinitesimi per x — xo € R*. Se

mli_)ngo o) =0 < f(x) =o0(g(x)) per z — x9

f(z)
g

allora
— f(x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(x);

— g(z) ¢ un infinitesimo di ordine inferiore rispetto a f(z).
Sia per gli infiniti che per gli infinitesimi, invece, f(z) e g(x) sono

« infiniti o infinitesimi dello stesso ordine per x — xp € R se

f(z)

lim —= =7l R~ {0
gy~ RN
e non confrontabili per x — xy € R se né % né % ammettono limite finito per

T — Xg.

2.1 Rispetto a infiniti e infinitesimi campione

o Sia f(x) un infinito per x — x9 € R*. Si dice che f(z) ¢ un infinito di ordine «,
cona>0,sexgeRe

- flx)
xhﬁn;()' 1‘a—l€R\{0}
T—x0

oppure se xg = oo e



f(x)

lim ——=*
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=le R~ {0}
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dove ——
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e x sono infiniti campione.

o Sia f(z) un infinitesimo per x — zo € R*. f(z) ¢ un infinitesimo di ordine «,
cona>0,sexgeRe

lim (@)

T—T0 |x — _1,'0|a

=1le R~ {0}

oppure se xg = 0o €

f(iﬁ) =1le R~ {0}

o

lim
xr—+00

dove |z — x| e 1 sono infinitesimi campione.

Osservazione: Non tutti gli infiniti e gli infinitesimi hanno un ordine preciso. Ad esem-
pio:

o l'esponenziale f(z) = a®, a > 1 ha ordine di infinito superiore a tutte le potenze
di x perché, Va > 0,

x

lim — =400 sea>1
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o il logaritmo f(z) = log, x ha ordine di infinito inferiore a tutte le potenze di z
perché, Va > 0,

. log, «
lim Ba® _
r—+oo %

o f(z) =x(2+sinx) & un infinito che non ha un ordine preciso, perché

(2 + sinz) sea=1
x S x
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3 Asintotico
Se g € R* e

lim @ =1
T—rT0 g :L‘)

si dice che f(z) ¢ asintotico a g(z) per x — xq, e si scrive

f(@) ~ g(x) per z — xo

Osservazione: Se

IIC B
xligclog(x)_leR {O}

allora f(x) ~1-g(z) per x — xo.

4 Asintotici, o-piccoli e limiti
Se f(z) ~ g(x) per  — x, allora

lim f(z) = lim g(x)

T—rT0 Tr—T0

e di conseguenza ¢ (solitamente) possibile sostituire f(x) con g(z) per semplificare il
calcolo dei limiti.

Se invece f(x) = o(g(x)) per x — xo, allora

lim [f(z) +g(2)] = lim [g(z) + o(g(z))] = lim g(z)

Tr—xTQ Tr—xQ T—rT0

cioe, in generale,

g(z) +o(g(x)) ~ g(x) per z — x¢

In pratica, quindi, nel calcolare il limite di una somma e possibile trascurare gli o-piccoli,
ovvero gli infiniti di ordine inferiore (“piu lenti”) o gli infinitesimi di ordine superiore
(“piu veloci”).



Sostituire una funzione con il suo asintotico non & lecito se ’asintotico si elimina
completamente semplificando. Infatti, la sostituzione con un asintotico corrisponde a
trascurare gli o-piccoli, che non si puo fare se questi ultimi restano “da soli” dopo la
semplificazione.

5 Asintotici dai limiti notevoli

Da ogni limite notevole della forma

lim @ZZGR\{O}

a0 g(x)

si puo ricavare che f(x) ~ - g(z) per x — xg:

sin x .
=1 < sinx~xzperx—0

e lim
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=1 <= e"—1~xperz—0

=1 < log(l4+z)~zperz—0

eccetera.

Lo stesso vale per le forme generalizzate dei limiti notevoli. Ad esempio:

lim f(z) =0 — S2/@)

ey 7(@)

~ f(x) per x — xo

5.1 Esempio
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