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Serie numeriche

1 Serie

Sia {a,} una successione. Allora

400
a+ar+azt+az+---=> ay
k=0

¢ una somma formale (perché potrebbe non avere un risultato, neanche infinito) e si dice
serie (numerica) di termine generale ay.

2 Successione delle somme parziali
Sia Y725 a) una serie. La successione {s,}, definita come
So — Qg

S1 =ag+ a1

So = ap+ a1+ as

: n
sn:ao—kal—i-ag—i-”-—i-an:Zak
k=0

si chiama successione delle somme parziali della serie.

3 Serie convergenti, divergenti e indeterminate

Siano > ;%% aj una serie e {s,} la sua successione delle somme parziali.

e Se lim s, =5 €R, la serie converge e ha S come somma.
n—-+00

e Se lirf Sp = +00 (—00), la serie diverge e la sua somma & +o00 (—00).
n—-+00



e Sed lim s,, la serie si dice indeterminata o irregolare.
n—-+oo

Osservazione: 11 comportamento di una serie non dipende dal valore iniziale di k, ma
esso influenza la somma se la serie converge.

4 Condizione necessaria per la convergenza di una serie

Teorema: Se una serie Zz:é ay converge, allora

lim ap =0
k——+o0

Questo teorema ¢ utile nel verso opposto: se il termine generale non tende a 0, la serie
non converge.

Dimostrazione: Per ipotesi, la serie converge. In altre parole, se {s,} & la sua successione
delle somme parziali,

lim s, =5€R
n—-+0o

La differenza tra gli ultimi due termini di {s,} ¢

Sp—8p—1 = (a0 + a1+ +an_1+an) — (a0 + a1+ +ap_1) = an

e di conseguenza

lim a, = lim (s, — sp—1)
n—-+4o00 n—-+4o00
= lim s, — lim s,_1
n——+oo n—-+o0o
=5-5
0 O



4.1 Viceversa

Osservazione: 1l viceversa non ¢ vero. Esistono infatti serie con ap — 0 ma che non
convergono. Un esempio e
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dato che
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e quindi, per il teorema del confronto,

lim n=+o0 = lim s, = +o0
n—-+oo n—-+oo

cioe la serie diverge.

5 Serie armonica generalizzata

La serie

+001
Zk—a, a€R, a>0
k=1

¢ chiamata serie armonica generalizzata, e
e converge per o > 1;
o diverge a +o0o per 0 < a < 1.

Nel caso particolare o = 1, la serie si chiama semplicemente serie armonica.



6 Serie di Mengoli

La serie di Mengoli,

Ji:.o 1
= k(k—1)
converge, e la sua somma ¢ 1.

Dimostrazione: 11 termine generale si puo riscrivere separando i due fattori del denomi-
natore:

1 A B
Mk—m‘“E+E?T
A(k —1) + Bk
k(k—1)
Ak — A+ Bk
 k(k—1)
(A+B)k— A
k(k—1)

Quindi

e allora

Sp=a2+az+as+ -+ apn-1+an
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percio il limite della successione delle somme parziali €

1
lim s, = lim <1 — ) =1 O
n—-+o0o n—-+o0o n
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