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Derivate

1 Rapporto incrementale

Data una funzione f(z), il coefficiente angolare m della retta passante per i punti
(xo, f(x0)) € (zo + h, f(zo + h)), con h € R\ {0} (puod essere anche negativo),

flzo+h) A
f(xo) 1

¢ uguale al rapporto incrementale con incremento h:

_ flwo+h)— f(xo)  f(wo+h)— f(xo)

xo+ h — xg h

Se esiste ed ¢ finito

lim f(zo+h) — f(zo)
h

h—0

questo limite ¢ il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di y = f(z) nel
punto (2o, f(zo)).



f(zo) 1-

Scegliendo h = = — x, il limite del rapporto incrementale si puo scrivere anche come

i £@) = fo)

T—x0 T — X

2 Derivata

lim
h—0

o 1) = Sloo) _ g

¢ la derivata di f in zg, se il limite esiste ed & finito.
Se 3f'(xzo), f si dice derivabile in x.

Nota: Esistono anche altre notazioni per la derivata, tra cui ad esempio:

£0) = L (20) = Do fa0)

3 Equazione della retta tangente al grafico

L’equazione della retta tangente al grafico di y = f(x) nel punto (zg, f(zo)) &

y — f(zo) = f'(z0)(z — x0)



4 Continuita di funzioni derivabili

Sia f una funzione derivabile in xg. Allora f e continua in xg.

Dimostrazione: Per ipotesi, esiste ed e finito

Jlim f(lz - iémo) = f'(x0)
Allora,
Jim f(xa); - igmo) — f'(w0)| =0
W — f'(wo) = 0(1) per x — x0

fz) - f(ﬁoiij;;(mo)(x —T0) _ o(1)

f(@) = f(zo) — f'(z0)(z — @0) = o(1)(z — o)

(@) = f(wo) + f'(x0)(z — wo) + o(1) (2 — o)
—0 —0

lim f(z) = f(xo)

T—T0
quindi f e continua in zg. [J
Osservazioni:

o Se $f(x) & derivabile in zg, la retta tangente al grafico in (xg, f(z¢)) € quella che
meglio approssima la funzione “vicino” a zg, dato che

f(x) = f(zo) + f'(w0)(z — $0)I+|0(1)(~’U - $0)I per ¥ — xo

retta tangente tende a 0 velocemente



« Non tutte le funzioni continue sono derivabili. Ad esempio, f(z) = |z| & continua
in xg =0,

lim |z| =0 = |0|
z—0

ma non ¢ derivabile in g = 0 perché

— f(0

i L&) = FO) _ el

z—0 xTr — z—0 T
lim_m: lim__—x:—l 2|
z—0 |l“ z—0 xT ﬂ 111% 1]

xr X —>

lim — = lim — =1 ; o
z—0t T z—0t T

5 Derivate di alcune funzioni elementari

o f(z)=ax+0 a,b,xg € R

b— b
f(20) = lim axr +b— (axg+b)
T—T0 Tr — 20
. ar+b—axg—0>
= lim

T—xQ Tr — X0

= lim 2T T0)
T—IQ T — X

= a

Nel caso a = 0, cioé se f & una funzione costante f(z) = b, la sua derivata & sempre
f/(.CE(]) =0.
o flx) =22 xo € R

1’2—1'%

f/(l‘o) = lim
rT—To T — J;‘O
~ lim (x — zo)(x + x0)

T—IQ T — X

= lim (z + x0)
T—T0

= Xg+ Xo

= 233‘0



. fla)=a"
. fla)=a0
. fl)=¢

o f(x)=sinx

xg € R

3 3
T~ — Ty

= lim
T—r0 T — X(

(x — x) (x2 + zxo + x%)

= lim

T—T0 r — X0

— 1; 2 2
= xli)nxlo (.CL‘ + zxo + xo)

= x% + Zoxg —i—x%

= 3;1:3

neN, zg eR

_ n—1
= nxo

f' (o)

a,rg €R, zg >0

g € R

o €

R

f(w0) = awg™

, ] em0+h _ ea’;o
f'(zp) = lim
h—0 h
_ ePoeh — gm0
= lim
h—0 h
h—1
= lim €™
h—0 h



sin(xg + h) — sinxzg

/ .
f(@o) = jim, h
I sin xg cos h + sin h cos g — sin xg
= lim
h—0 h
[ cosh —1 sin h
= lim | sinxg———— + cosxg
h—0 | h
—1

h—0 h
1

—0

h2
= lim | sinzg —2 + cos a:o]

= Cos xg

o f(x)=cosx x0 €R

cos(zg + h) — cosxg

/ .
fan) = fiuy ==
. cosxgcosh —sinzgsinh — cos xg
= pm h
—0
. cosh —1 . sin h
= lim | cosxg —sin xg
h—0 h
—0 —1

= —sinxg

6 Funzione derivata

Se f ¢ derivabile Vz € X, si definisce la funzione derivata di f come y = f'(z) V& €
X.

7 Derivata di una combinazione lineare

Se f(z) e g(z) sono entrambe derivabili in z¢, allora una loro combinazione lineare
af(x)+ bg(zx), con a,b € R, & derivabile in xq e si ha

[af () + bg(@)]" = af'(x) + by'(x)



7.1 Esempio

flz) =62 =523 + 222 —z +1
fl(x)=6-92% —5-322 +2.22 — 1
= 542% — 152 + 4z — 1

8 Derivate successive

Sia f : I — R (dove I ¢ un intervallo) una funzione derivabile Vx € I, e sia f'(x)
derivabile Vo € I. Allora

f”($) — lim fl(x + h) — f/<$)

h—0 h

¢ la derivata seconda di f, e si dice che f & derivabile due volte.

In generale, se f("~1(z) & derivabile Vz € I,

(n—1) _ f(n-1)

¢ la derivata n-esima (o derivata di ordine n) di f, e f si dice derivabile n volte.

9 Classi C"

1. Se una funzione f € continua Vx € X, si scrive f € C(X).

2. Se una funzione f & derivabile, con derivata continua, Vx € X, si dice che f & di
classe C! in X, e si scrive f € C1(X).

3. Se f & una funzione derivabile n volte, con derivata n-esima continua, Vo € X, si
dice che f & di classe C™ in X, e si scrive f € C™(X).

4. fediclasse C*in X, f € C°°(X), se ¢ derivabile infinite volte, cioe se f € C™(X)
per ogni n. Alcuni esempi sono e*, sinx, cosz, e i polinomi (anche se le derivate
di questi ultimi, da un certo ordine in poi, sono tutte 0).

Osservazione: Se una funzione ¢ derivabile n volte, le derivate di ordine inferiore a n sono
sicuramente continue, altrimenti non potrebbero essere derivabili, e allora non esisterebbe
la derivata di ordine n.



10 Classificazione dei punti di non derivabilita

Sia f : X — R una funzione continua in un punto xg interno a X. Si suppone che
esistano i due limiti

li @) = f(zo) li 1 &) = f(xo)
x%xar T — o Ty T — o
(per evitare casi “troppo patologici”).
e Se
i 4@ = fl@o) o f@) = flzo) o f@) = flwo)
:c—)x0+ T — o Ty T —Xo T—=To T — o

allora (g, f(z¢)) € un punto (di flesso) con tangente verticale.

limite 4+o00 limite —oo

e Se almeno uno tra i limiti

lim f(z) — f(xo) lim f(z) = f(x0)

m%xg T — X0 Ty T — o

é finito, il punto (z¢, f(zp)) si dice punto angoloso.

Y Y

nito




e Se

f(z) = f(xo) f(x) — f(z0)

x—mg T — o ToTy T — o

o viceversa, il punto (z¢, f(x¢)) si chiama cuspide.

Y Y

10.1 Esempi

1 1_1 1 _2 1
fl($):§$3 :§x 3 = 33$2 Vx;éo
&/x — /0 Y 1 1
1 v \f—hmﬁ:hm = lim = 400
z—=0 z—0 =0 T =0 15 10 /g2

In 29 = 0, il grafico di y = /= ha una retta tangente verticale.
o f(x)=|z| in 2o = 0 ha un punto angoloso:
fel=1o] _

lim 1 lim —— =-1
z—=0+ x—0 z—0- x—0

B _JVr sex >0 B
) f(m)_\/m_{\/—ix sex <0’ o =0

— /0 1
lim M: lim @: lim — =+
z—0+ x—0 z—0t T z—01T /T

=0 (—a): . 1
lim —— = lim = lim (| — - | = —o0
z—0~ z—0 x—0~ —(—$) x—0~ (_1-)5

Il punto di non derivabilita g = 0 € una cuspide.
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