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Momenti e funzioni generatrici delle
variabili aleatorie

1 Momenti di una variabile aleatoria

Definizione: Sia X una variabile aleatoria. Si dice momento di ordine n di X, per
n=1,2,..., 1 valore E(X™).

In particolare:
o il momento di ordine 1, E(X!) = E(X), & semplicemente il valore medio;

o il momento di ordine 2, E(X?), pud essere usato (insieme al valore medio) per
calcolare la varianza, sfruttando la formula

Var(X) = E(X2) - (E(X))*
gia introdotta in precedenza.

Ci sono vari modi per calcolare i momenti di una variabile aleatoria. Il pit immediato e
quello che sfrutta la formula e le proprieta del valore medio:

B(X") = Y alp(e)

(dove z; sono i valori assunti da X, e p & la densita di X).

Nota: Il momento di ordine n di X esiste ed ¢ finito solo se la serie ) . x!'p(x;) converge
assolutamente.

2 Funzione generatrice dei momenti

Definizione: Si definisce funzione generatrice dei momenti mx () di una variabile
aleatoria discreta X la funzione

mx(t) = E(eX) = Zemip(xi) teR

X possiede la funzione generatrice dei momenti se 95 > 0 tale che

|E(etX)’ < oo Vte(-6,0)



cioé se esiste un intorno (—4,6) di ¢ = 0 nel quale il valore medio E(eX) esiste ed &
finito. In tal caso, per ogni r = 1,2,..., esiste finito £(X") (il momento di ordine r di
X), e questa funzione generatrice permette di calcolarlo, determinando la derivata di
ordine r della funzione e valutandola in ¢t = 0:

T dT
E(X") = @E(etx)
t=0

Infatti, facendo la derivata si “porta davanti” all’esponenziale il valore di X, ma l’e-
sponenziale rimane, quindi si valuta in ¢ = 0 per “farla sparire” (mettendo a 0 il suo
esponente, essa assume valore 1), ottenendo cosi le formule dei momenti. Ad esempio:

e perr =1:

e perr =2:




2.1 Utilizzo

Le funzioni generatrici dei momenti hanno varie applicazioni, tra cui le seguenti:

e Quando sono calcolabili, permettono di ricavare i parametri di media e varianza.

¢ Permettono di identificare una distribuzione, poiché si puo dimostrare che, se due
variabili aleatorie hanno la stessa funzione generatrice dei momenti, allora hanno
anche la stessa distribuzione.

e Permettono il calcolo di operazioni su piu variabili aleatorie: si fanno i calcoli
sulle funzioni generatrici, ottenendo una nuova funzione dalla quale puo essere
identificata la distribuzione della variabile aleatoria risultante da tali operazioni.

2.2 Esempio: distribuzione binomiale

La funzione generatrice dei momenti di una variabile aleatoria binomiale X ~ B(n,p)
é:

E(etX) _ Z etxp($>
=0

n
tx n T n—x
= 1_
e <$>p( p)

- n xr 1T n—x
= (x)p e (1—p)
=0
= <n> (pe!)*(1 —p)"~* (sviluppo di un binomio elevato alla n)
x
=0

Essa puo poi essere usata per determinare la media e la varianza di X:

1. si calcola il momento di ordine 1, cioe il valore medio:

d _
£(pet +1-—p)" = n(pet +1—p)" Lpet

d n
E(X) = a(pet +1-p)
t=0

= npe(pe' +1-p)" ',

= npeo(peo +1-— p)"f1
=np(p+1—p)""
=np-1""1



2. si calcola il momento di ordine 2:
d2

d
@(pet +1—p)" = —npe'(pe’ +1—p)"!

dt
=nple'(pe’ +1—p)" ' +e'(n—1)(pe’ +1— p)"_Qpet]
= npe’ [(pet +1—p)" L+ (n—1)(pet +1— p)"_2pet]
= npe'(pe’ +1—p)"*[(pe’ +1—p) + pe'(n — 1)]
= npe' (pe' + 1 —p)"?[pe’ + 1 — p+ npe' — pe']
(

= npe'(pe! +1 — p)"_2(1 —p+ npet)

d2
E(X?) = @(pet +1-p)"
t=0
= npe'(pe' +1—p)" (1 — p+npe')|,_,
= npe’(pe’ + 1 — p)" (1 — p + npe°)

=np(l —p+np)

3. si calcola la varianza sfruttando i due momenti appena ricavati:

Var(X) = E(X?) — (E(X))?
= np(1 —p+np) — (np)?
=np(l —p+np—np)
= np(1 - p)



2.3 Esempio: distribuzione di Poisson

Sia X una variabile aleatoria di Poisson di parametro A. La sua funzione generatrice dei
momenti é:

(e e}

E(™) =7 ep(x)

=0

:Z tx f)\)‘

e tx

—ey
z!

=0

= i ()\j)w (Serie di Taylor i (fit'))x e’ con f(t) = )\et>
— ! !

z=0

_ t
e )\e)\e

t__
6)\6 A

e)\(et—l)

Si possono allora determinare la media e la varianza della distribuzione di Poisson:

1. valore medio (momento di ordine 1):

A AE-1) _ A1)yt
dt
— )\ek(et—l)—l-t

B(X) = & D

_ /\e/\(et—l)-‘rt‘

t=0

t=0
_ )\ex(eo—1)+o

— /\e/\(l_l)
=X’



2. momento di ordine 2:

a2 € dt
= A EDF (Nt 4 1)

& 1) _ Ay et 1)+t

oy A yeton)
B(X?) = e
=0

— )\ek(etfl)+t(A6t + 1)‘t:0
_ )\6)\(60_1)+0()\€0 + 1)

= XA+ 1)

= AA+1)

=N+

3. varianza:

Var(X) = BE(X?) — (E(X))?
— A2\ — )2
— A

Si osserva cosi che, per la distribuzione di Poisson, sia la media che la varianza sono
uguali al parametro A.

3 Funzione generatrice delle probabilita

Sia X una variabile aleatoria discreta a valori interi > 0. Si chiama funzione genera-
trice delle probabilita di X la funzione

ossia,

bx(z) = 2"p(n)
n=0
=p(0) + zp(1) + 2*p(2) + 2°p(3) + - - -

Osservazione: Le funzioni generatrici delle probabilita e dei momenti sono di fatto
equivalenti:

mx(z) = B(e*X) = ¢x ()
Ux(z) = E(z%) = E(eXlogz) = mx (log 2)



3.1 Calcolo delle densita

Dalla funzione generatrice delle probabilita, & possibile ritrovare la densita di X:
1 d"

P{X =n}=p(n)= -~ x(z)
: z=0
Ad esempio:

1 d°

a@ﬂw(z) - = ¢x(0)
= p(0) + 0p(1) + 0p(2) + 0p(3) + 0
= p(0)

S| = L [p(0) + (1) + 2p(2) + p(3) + -]

! 2=0 2=0

= p(1) + 22p(2) + 32%p(3) + - - "zzo
=p(1)+2-0p(2)+3-0p(3)+0---
=p(1)

1 d? 1d

iﬁibx(z) L =5, [p(1) + 22p(2) + 32%p(3) + - - - | »
= %[2;)(2) +3-22p(3) + -]

z=0

= %[2;9(2) +6-0p(3)+0--]
= % 2p(2)
= p(2)

1 a3 1d

3,$T/JX( ) i = 6@[2]9(2) +62p(3) + -] L
= %[619(3) +oor] _
= [6p(3) + 0.
= < 6(3)
=p(3)

3.2 Calcolo di media e varianza

La funzione generatrice delle probabilita puo anche essere usata per determinare la media
e la varianza di X, se la serie ¢x (z) = Y oo 2"p(n) converge in z = 1 (per la precisione,



se ha raggio di convergenza > 1).

1. La derivata prima di ¥x(z) &

V(2) = %%{(2’) - d% Z 2"p(n) = Z d%z"p(n) = an”’lp(n)
n=0 n=1

n=0

(si osserva che la serie risultante inizia da n = 1, perché la derivata per n = 0 vale
0, quindi non serve includerla nella somma), che, valutata in z = 1, corrisponde al
valore medio:

(1) = Lux(2)

(o] o
=3 1 p(n) = > np(n) = E(X)
z=1 n=1 n=1
2. Calcolando la derivata seconda,

2 00 0o
L) = () = Y () = Yl — 12" ()
n=1

n=2
e valutandola in z = 1, si ottiene

o0 o

=3 n(n—)1"2p(n) = 3 (2 — n)p(n) = E(X? - X)

z=1 n=2 n=2

d2
K1) = 5x(2)

che, per la linearita del valore medio, corrisponde alla differenza di momenti
E(X?) - B(X).

3. Si puo infine calcolare la varianza:

Var(X) = B(X?) — (B(X))?

= E(X?) - E(X) + E(X) — (E(X))?
———— N ~—~—

W) WM k)
= P (1) + 9% (1) = (¥ (1))
& d d ’
= T¥x(2) . + Ux(2) L (C&¢X(z) Z:1>




3.3 Esempio: distribuzione geometrica

Sia X una variabile aleatoria geometrica di parametro p. La sua funzione generatrice
1x(z) viene calcolata nel modo seguente:

o0

Ux(z) =3 2"p(n)

n=0

=Y Z"p(l-p)"
n=0

oo
= pZ(z(l —p)" (serie geometrica di ragione ¢ = z(1 — p))
n=0
1
“PhT z(1—p)
_ p
C1—2(1-p)

Nota: Questa serie geometrica converge se e solo se |z(1—p)| < 1, quindi ¥ x (z) € definita

solo per |z| < lflp.

Da 1 x(z), si possono dedurre media e varianza della distribuzione geometrica:

d D
BlX) = dz 1—2(1—-p)|,_,
1
= P(—l)m(—(l —-p)) .
1
“Paia et Y
p(1—p)
(1 —1+p)?
_p(l—p)
=B
_1-»
Cp



Var(X) = B(X?) = B(X) + B(X) - (B(X))?
Ul LS et 1—p>2

p? P P
_o(=p? 1-p (1-p)?
p? P p?
(1-p? 1-p
— 5 —|—
P P

Quindi, ricapitolando, la variabile aleatoria geometrica X (di parametro p) ha:

1-p
2

E(X):T Var(X) = p

4 Media e varianza della distribuzione ipergeometrica

Sia X una variabile aleatoria ipergeometrica di parametri ni,no,n, e sia N = nj + ns.
Tramite calcoli piuttosto complicati, si determina che essa ha valore medio

ny

E(X)= nay

10



e varianza

(oMo
Var(X)—nN<1 N)N—l

- mN—-—nN-—n
“"NTN N-1
B ning N —n
“'"NNN-1

Data la difficolta dei calcoli relativi alla distribuzione ipergeometrica, ¢ spesso utile
approssimarla con la binomiale B(n, i} ):

n n2
k n—=k - n (TLl)k(l n1>n—k
N T\k)\N N
n
Questa & una buona approssimazione se n < % (cioe se il numero di prove n & piccolo

rispetto al numero di elementi disponibili N: in tal caso, non c¢’e¢ molta differenza tra
uno schemi successo-insuccesso con rimpiazzo e uno senza).
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