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Omomorfismi e applicazioni lineari

1 Omomorfismo

Se (A, o) e (B,*) sono due strutture algebriche qualsiasi, una funzione f : A — B si
chiama omomorfismo se, per ogni a1, as € A:

fla10az) = f(a1) * f(a2)

1.1 Esempi

e fine (N,+)— [n]sy € (Z4,+) & un omomorfismo:

Vn,meN, f(n+m)=[n+mls=[n]s+[mls=f(n)+ f(m)

o f:ine(N,+)— 2" e (N,+) non & un omomorfismo:

f(n+m)=2"T"  f(n)+ f(m) =2"+2™
2n+m#2n+2m

g:ne(N,+)—2" e (N,-) ¢ invece un omomorfismo:

Vn,m eN, g(n+m)=2"T"=2".2" = g(n)-g(m)

2 Applicazione lineare

Una funzione f : U — V tra due spazi vettoriali U e V' & un’applicazione lineare se
e & un omomorfismo di (U, +) in (V, +)
o f(r-u)=r-f(u)perognire ReueclU

In altre parole, un’applicazione lineare preserva le combinazioni lineari:

Vr,s e R, u,v e U, f(r-u+s-v)=r-f(u)+s-f(v)



2.1 Esempio

U=V =R?
f:(z,y) €eR? = (z+y,0) € R?

up = (fvlayl) € R? U = (fb‘z,yQ) € R?

flur +u2) = f((@1,91) + (22, 92))
= f(w1 + 22,1 +12)
= (21 + 22 +y1 +¥2,0)
(@1 +y1) + (22 + 32),0)
= (21,41,0) + (22 + y2,0)
(x1,91) + f(22,92)
(u1) + f(u2)

f
f

relR u = (z,y) € R?

fru)=f(r-(z,y))
= f(ra,ry)

= (rz 4+ ry,0)
(r(z+y),0)
re(z+y,0)
=r-f(:v,y)
=r- f(u)

Quindi f & un’applicazione lineare.

2.2 Controesempio

fi(zy) eR? = (z+ 1L,y +1) €R?

(1,91), (22,12) € R?



f((z1,91) + (22,92)) = f(@1 + 22,91 + y2)
=@ +z2+1Ly1+y2+1)

flzi,y) + f(z2,y2) = (1 + Ly1 +y) + (2 + 1, y2 + 1)
=(x1+22+2,y1+1y2+2)

f(@1,91) + (22,92)) # f(z1,91) + f(22,92)

Quindi f non € un’applicazione lineare.

3 Immagine e nucleo
Se f: U — V ¢ un’applicazione lineare,

e l'immagine di f e I'insieme:

Imf={veV|uel, v=f(u)}CV

che & un sottospazio di V'

o il nucleo (o kernel) di f ¢ l'insieme:

Kerf={ueU]| f(u)=0y}CU
che & un sottospazio di U

Vale inoltre la proprieta:

dimKer f + dimIm f = dim U



3.1 Esempio

fil@y) €R® = (z+y,0) € R

Imf={veR?|JuecR? v=Ff(u)}
= {(2v,50) € R? | 3(zu, yu) € R?, (20, 90) = f(2u, yu)}
= {(zv, ) € R? | 3(@us yu) € R?, (Tvs o) = (Tu + Yu, 0) }
= {(@v, p0) € R? | I(zu, yu) €R®, 2y =y + Yu, Yo =0}
= {(2,,0) € R? | z, € R}

Im f & un sottospazio di R?:
e dimImf =1
o una base ¢ {(1,0)}

Ker f = {u € R* | f(u) = (0,0)}
= {(z,y) e R*| (x +4,0) = (0,0)}
= {(z,y) eR* |z +y =0}
= {(z, —x) €R2|xER}

Ker f & un sottospazio di R:
e dimKer f=1
o una base ¢ {(1,—1)}
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