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Numeri razionali e reali

1 Dimostrazione dell’irrazionalita di /2

Si vuole dimostrare che #r € Q tale che r = V2 < 1?2 = 2.

Si suppone per assurdo che esista r € Q tale che 2 = 2. Sia r > 0 (per semplicita).

ngv paq€N7Q7éO

con p e g primi tra loro.

2 2
<p> —2 = D9 2o 0g?

cioe p? & pari, quindi anche p & pari, ovvero p = 2m con m € N.

— (2m)? = 24°
— 4m? = 2¢°
= ¢° = 2m?

allora anche ¢?, e di conseguenza ¢, & pari.

Cio ¢ assurdo perché si erano scelti p e ¢ primi tra loro, ma se sono entrambi pari hanno
in comune il fattore 2. [J

2 Cifre decimali

Un numero razionale si pud sempre scrivere come numero decimale limitato (cioé con un
numero finito di cifre) o periodico.

I numeri irrazionali, invece, hanno infinite cifre non periodiche.

Osservazione: 0.9 = 1



3 Operazioni su Q e R

L’insieme Q e 'insieme R hanno due operazioni (addizione e prodotto) che verificano le
seguenti proprieta:

e proprieta associativa

Vr,y,z€ Q (0 R), (z+y)+z=2+(y+2)
(@-y)z=z-(y- 2)

e proprieta commutativa

Ve,ye Q (oR), z4+y=y+z
w . y prd y . x
e proprieta distributiva

Ve,y € Q (0 R), (z+4vy)-z=x-2+y- -z

o J! un elemento neutro per 'addizione (0) e per la moltiplicazione (1)

VeeQ (oR), z+0==x

r-l==zx

o esistenza dell’opposto di ogni elemento

VeeQ (oR) I—z2€QOR), z+(—2)=0

o esistenza dell’inverso (o reciproco) di ogni elemento, eccetto 0

VzeQ (oR)conz#0 3z 'ecQOR), z4+z'=1

Q e R sono quindi campi.



4 Insiemi ordinati

Un insieme A ¢ ordinato se Va,y € A, se z <y e z € A allora x + z < y + z. Inoltre,
sex<yez>0alloraz-z<y- 2.

A ¢ totalmente ordinato se Vx,y € A,ox <yoy <z
Osservazione: Se x <y e y < x, allora x = y.

Gli insiemi numerici N, Z, Q e R sono totalmente ordinati.

5 Insiemi densi, continui e discreti

Q e R sono insiemi densi sulla retta orientata perché in ogni intervallo delimitato da
due punti sulla retta ci sono infiniti numeri.

Cio nonostante, i punti della retta non sono in corrispondenza biunivoca con Q. Lo sono
invece con R, che ¢ quindi un insieme continuo. N, Z e Q, non essendo continui, si
dicono invece insiemi discreti.

6 Proprieta dei numeri reali

Ve,y ¢ R dinfiniti 2 € Q, z<z<y

Ve,y € R dinfiniti z e RN Q, z<z<y

7 Intervalli

Siano a,b € R con a < b.



[a,b] ={zr eR:a <z <b}
(a,b) ={zeR:a<z<b}
[a,b) ={z eR:a <z <b}

(a,b) ={reR:a<z<b}
[a,+o0) ={zx e R:a <z}
(a,40) ={z €R:a < x}
00,b] ={x e R: 2z <b}
(—00,b) ={z eR:2z < b}

8 Modulo

Il modulo, o valore assoluto, corrisponde alla distanza di un numero dall’origine (0)
sulla retta orientata.

T sex >0
|z =
—x sex <0

8.1 Proprieta

l. x| >0 VzeR
|z] =0 <= =0
2. eyl =lz|-ly| Yo,y eR

x| _ |zl

—|=— Vr,yeR, y#0
yl oyl

|z +y| <|z|+ |ly| Vzx,y € R (disuguaglianza triangolare)

Sea>0,|r|]<a <= —a<z<acelr|<a < —a<z<a.

Sea>0,|r]|>a <= rz<—-aVr>ael|lr|>a < < —-aVz>a.

N ok

Sen € Nen # 0, allora Vz,y € R si ha che 22" < y?" — lz| < |y| e
2 <y = |z| < |y|, mentre 22"t < Pl — g < ye 2?2 <
2t = <y

8. Va2 = |z



8.1.1 Dimostrazione della 5
lz] < a
{x >0 { z <0
V
r<a —xr <a

:L'ZO\/ z <0
r<a x> —a

0<z<aV-a<z<0

8.1.2 Dimostrazione della 6

lz| > a
{:UZO { z <0
V
T >a —xr>a

xZO\/ z <0
T >a r < —a

r>aVre<—a

x € (—o0,—a) U (a,+00)
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