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Variabili aleatorie continue

1 Problemi nel discreto e nel continuo

I problemi nel discreto possono in genere essere affrontati direttamente con il calcolo
combinatorio, ma si ¢ visto che, in molti casi risulta piu comoda una formulazione in
termini di variabili aleatorie. Allora, ci si trova spesso a fare calcoli sulle densita: ad
esempio, puo essere necessario determinare la densita di una somma X7 + X9 di variabili
aleatorie indipendenti.

Anche quando esistono metodi per effettuare calcoli di questi tipi direttamente sulle
densita, come ad esempio la formula della somma,

P{X1+Xp=a}=) P{Xi=k Xo=x-Fk}
k
= Z P{X, =k} P{Xy=2—k} (per I'indipendenza)
k

piu essere utile lavorare invece sulle funzioni generatrici dei momenti,
mx(z) = B(e*Y)

oppure sulle funzioni generatrici delle probabilita,
Ux(z) = B(Y)

(le due sono di fatto equivalenti: mx(z) = ¥x(e*)), che permettono di identificare
piu facilmente la distribuzione risultante dai calcoli. Infatti, entrambe queste funzioni
identificano univocamente le densita delle variabili corrispondenti, ed esistono formule
particolarmente comode per eseguire vari calcoli su tali funzioni.

Ad esempio, la funzione generatrice delle probabilita di una somma X + Xo di variabili
indipendenti & data semplicemente dal prodotto delle funzioni generatrici delle variabili
sommate,

VX1+X, (Z) =9¥x, (Z) ¥x, (z)

perché:

E'(ZXI +X2 )
(%)
(%) B(2%?) (per l'indipendenza)

Vx, (2) Px,(2)

Vx,+x,(2)

E
E



Passando al continuo, la descrizione dei problemi diventa spesso piu intuitiva. Ad esem-
pio, nel discreto si pud considerare la probabilita di fare k prove prima di ottenere
I'n-esimo successo; il problema corrispondente nel continuo & semplicemente il tempo di
arrivo dell’n-esimo evento (successo).

Tuttavia, se da un lato si ha questa maggiore intuitivita, dall’altro ci possono essere
notevoli difficolta nei calcoli. Puo infatti succedere, anche in casi piuttosto elementari
(come ad esempio la somma di variabili aleatorie esponenziali), di ottenere formule non
risolubili in modo esplicito, dalle quali si possono ottenere solo soluzioni approssimative,
attraverso metodi numerici.

I problemi nel continuo tendono anche a complicarsi quando trattano densita ricavate
dallo studio dei fenomeni del mondo reale, oppure dalla generalizzazione di una densita
discreta a tutti i punti del continuo (con la quale si perde l'interpretazione combinatoria
della densita discreta originale).

Gli strumenti utilizzati per identificare le variabili aleatorie continue che si ottengono
nei problemi, e calcolarne i parametri, sono:

o la funzioni caratteristica per la densita continua f(z),

»(0) = /Rewxf(x) dx

(che corrisponde alla trasformata di Fourier di f);

e la funzione generatrice dei momenti, definita in modo analogo al caso discreto,
mx(z) = E(e*%) = / e f(x) dx
R

(che corrisponde invece alla trasformata di Laplace).

1.1 Esempio: somma di variabili geometriche

Un esempio di calcolo (nel discreto) che puo essere effettuato con le funzioni generatrici
delle probabilita & quello per ricavare la legge della somma X +Y di due variabili aleatorie
geometriche indipendenti di parametro p.

La funzione generatrice delle probabilita di X e di Y (essa ¢ uguale per entrambe, poiché
seguono la stessa legge), cioe della distribuzione geometrica, gia data in precedenza, é:

Vx(z) =y(z) = %

Allora, usando la formula per la somma dimostrata prima, la funzione generatrice delle
probabilita di X +Y é:

2 2
Uy () = Ux(2) Uy (2) = <1f)1 p>> = =



Ci si puo accorgere che la ¥ x4y (z) cosi ottenuta & la funzione generatrice delle probabi-
lita per un’altra distribuzione nota: la binomiale negativa di parametri o = 2 e p. Infatti,
una variabile W binomiale negativa ha, in generale, la densita

(a—l—x—l

>pa(1—p)x x=0,1,...
x

0 altrimenti

p(z) =

(con « reale positivo) dalla quale si ricava la funzione generatrice delle probabilita

o0

Yw(z) = EE") =) 2"p(x)

=0
= Iiozx (a+§ - 1)1)“(1 —p)*

z=0 =0
= oL cont=z(1-p)
Pa—za-p)
frd —pa
(I —2(1—p))

che, per a = 2, coincide appunto con ¥ x 1y (2).

Piu in generale, una somma di n variabili aleatorie geometriche di parametro p, X1 +
-+ =+ Xp, ha la funzione generatrice delle probabilita
T

p
Vx4t X, (2) = A—z(1=p)"

ovvero segue una distribuzione binomiale negativa di parametri n e p.

Cio corrisponde anche al significato intuitivo dato a una variabile binomiale negativa con
a =n € N: essa conta il numero di insuccessi prima di ottenere n successi, il quale non
¢ altro che la somma dei numeri di insuccessi ottenuti prima di ciascun successo. Questo
perché, una volta verificatosi il primo successo, dopo un numero di insuccessi contato
da X7, sapendo che le prove sono indipendenti si puo “ripartire da capo” a contare gli
insuccessi fino al secondo successo, usando una “nuova” variabile aleatoria geometrica
X5, e cosl via, fino all’'n-esimo successo.

2 Distribuzione gamma

Definizione: Si chiama funzione gamma la funzione I' : R™ — R™ definita da

+oo
INa) = / e dx
0



Questa funzione generalizza a R™ il concetto di fattoriale, perché si pud dimostrare
(mediante integrazione per parti) che

MNa+1) =al(a)
(e si ha che I'(1) = 1), e di conseguenza, se n € un intero positivo:

I'(n) =(n—-1)!

Definizione: Si dice che una variabile aleatoria X segue una legge gamma di parametri
a>0e)>0,esiscrive X ~ '(a, ), se e solo se la densita di X é:

)\Oé
2 e™ e x>0
o) = { 1@
0

altrimenti

(come al solito, con un’integrazione, si puo verificare che f & effettivamente una densi-
ta).

2.1 Somma di variabili aleatorie gamma

Si vuole calcolare la densita di una somma X; + --- + X,,, di variabili aleatorie X; ~
I'(a;, A) indipendenti (di parametri o diversi, ma A uguale).

Innanzitutto, si osserva che, per sommare m variabili aleatorie, & sufficiente saperne
sommare due alla volta, ripetendo quest’operazione fino ad averle sommate tutte. Quindi,
il problema si puo ridurre al caso m = 2, cioe¢ X; + Xy, con X; ~ I'(a,A) e Xo ~
F(OLQ, /\)

Se fi(x) e fa(x) sono, rispettivamente, le densita di X; e Xy, la densita g(y) di X7 + X»

puo essere calcolata usando una formula analoga a quella del caso discreto:

+oo
9(y) = fi(@) faly — x) do

Sostituendo, in questo integrale, le formule di f; e fs, e svolgendo i calcoli, si trova che
g(y) ¢ la densita di una variabile I'(a; + ag, \).

Allora, in generale, la somma X1 +- - - + X, segue la distribuzione I'(a; + - - - 4+ am, A).



2.2 Funzione di ripartizione

In generale, non esistono espressioni semplici per la funzione di ripartizione di I'(a, \).
In particolare, tale espressione esiste solo nei casi I'(m, \), dove m & un intero maggiore

di 0:

o Per m = 1, la distribuzione I'(1, \) si riduce all’esponenziale di parametro A, poiché
la densita diventa

)\1
Ll e >0

f(z) = T - {

0 altrimenti

e ™™ sex>0

0 altrimenti

e allora anche la funzione di ripartizione e quella dell’esponenziale:

Fi(z)=1-—¢?

e Per m > 1, si integra per parti,

—At

_ oA m—1_—M\t e
Fn(@) = [ gt ) = N = ) =

A" / Cmet () =t = B(t) = (m — 1)t

(m—1)! Jo
A ef)\t _ r T ef)\t _
~ e (5, - [ S et
Al 1 M\ Am=1 ‘ -2 _—At
=" —_— tm dt
o ]0+(m—2)!/0 ¢
=Fm—1(z)
= —)\mi_l(:10’”71(27)“'r —0) + Frn—1(2)
(m—1)!
— _L_l m—1_-—Ax F
= = 1)!37 e+ Fpo1(x)
Ax)™ 1 )
=———€ Y+ F,_
(m — 1)!6 + 1(z)
e cosi, procedendo per induzione, si ottiene:
(Ax)™ 1y
EF,.(z)=— T B
(@) = o gy P 2)
()‘x)M71 -z ()\.%' m2 -z
_ _ Fp
=11 oot I
- ()\x)m—l -z ()\ZE m2 —A\x
ST =0 T m—2)° + B(z)
A2)™ ! e Q) (Az)" o
:_(m—l)!e)\ —(m_2)!eA - T e + Fy(x)



Come appena visto, F(x) ¢ la funzione di ripartizione della distribuzione esponen-
ziale, quindi:

- _ ()\x)m—l —Az ()\:L.)m—Z 67/\93 _ (Ax)lef)\m +1—¢ Az
(m—1)! (m —2)! 1!
— ()‘x)m_lef)\x _ ()\x)m—Q efo L (Ax)lef)\x (A‘r)oef/\x +1
(m—1)! (m—2)! 1! 0!
m—1 =1
_ ()‘x)k Az
=1 k!
k=0

3 Problema: legame tra esponenziale e Poisson

Problema: Si suppone che gli intervalli tra telefonate successive che giungono a un cen-
tralino siano variabili aleatorie indipendenti ed esponenziali di parametro A. Qual &
la probabilita che nell’intervallo di tempo [0,7], con T" > 0, giungano esattamente k
telefonate?

Sia X7, Xo, ... una successione di variabili aleatorie esponenziali indipendenti, nella quale
ogni X; valuta il tempo trascorso tra la (i — 1)-esima e 1’i-esima telefonata. Allora,
il tempo necessario per ricevere n chiamate e dato dalla somma X; + --- + X,,. Di
conseguenza, il numero Y di chiamate ricevute nell’intervallo [0,7] corrisponde al pit
grande numero n di telefonate tale che il tempo necessario a riceverle tutte sia ancora
<T:

Y =sup{n| X1+ -+ X, <T}

(per la precisione, qui si considera 1’estremo superiore, sup, e non il massimo, perché non
si ¢ al momento sicuri che il massimo numero di telefonate sia finito).

Il problema chiede di calcolare la probabilita P{Y = k}, cioe¢ la densita della variabi-
le aleatoria discreta Y, ma tale calcolo non ¢ immediato. Piuttosto, conviene ricavare
prima la funzione di ripartizione di Y, ovvero la probabilita P{Y < k} che giungano al
centralino non piu di k chiamate nell’intervallo di tempo [0, T'] fissato. Infatti, si osserva
che il numero di chiamate nell’intervallo ¢ < k se e solo se la (k + 1)-esima chiamata
“non fa in tempo” ad arrivare entro lo scadere dell’intervallo:

[V <k} = {Xi+-+ Xpp1 > T}
Passando all’evento complementare, si vede che la funzione di ripartizione di Y puo

essere calcolata in termini di quella di X7 + -+ + Xg41.

P{Y <k} =P{X; + -+ Xpu1 > T}
=1-P{X1+--+ X341 <T}



Ma le variabili X; sono esponenziali di parametro A, o, in altre parole, gamma di para-
metri « = 1 e A (X; ~ I'(1,\)), e sono indipendenti, quindi, come visto in precedenza,
la loro somma segue la legge

X 4+ X ~T1+---+1L,N=T(k+1X
1+ + k+1 (+ +7) (+7)

k+1
che ha la funzione di ripartizione
(k+1)—1 . k .
(Az)" (Az)"
Friq1(z)=1-— Z i e)‘lefz f e N
i=0 i=0

Allora, la funzione di ripartizione di Y &:

P{Y <k}=1-P{Xi+ + X1 <T}
=1— Fj(T)

ol
—~
>~
S
.
|
>
S

Si riconosce che questa e la funzione di ripartizione della distribuzione di Poisson di
parametro AT. Dunque, Y € appunto una variabile aleatoria di Poisson di parametro
AT, e la probabilita che giungano al centralino esattamente k telefonate nell’intervallo
di tempo [0,7] ¢ data dalla densita della Poisson:

0T s

P{Y =k} ="

Questo risultato vale in generale: se il tempo che trascorre tra ciascun evento e il succes-
sivo e dato da variabili aleatorie esponenziali indipendenti, tutte di parametro A uguale,
una variabile aleatoria (discreta) che conta il numero di eventi in un intervallo di tempo
di ampiezza T segue la legge di Poisson di parametro AT'.

4 Problema: attesa a due sportelli

Problema: Un servizio viene erogato presso due sportelli: una persona che vuole usufruir-
ne deve aspettare che si liberi almeno uno dei due sportelli. Se i tempi di attesa relativi
ai singoli sportelli sono dati dalle variabili aleatorie indipendenti 77 e 715, esponenziali
di parametri A; e Ay (rispettivamente), qual ¢ la densita della variabile aleatoria 7" che
indica il tempo di attesa per accedere al servizio?



Siccome ¢ sufficiente che si liberi uno dei due sportelli, il tempo di attesa T ¢ dato dal
minimo tra i tempi 17 e T dei singoli sportelli:

T = min(T1,T>)

E importante osservare che, in questo caso, non si tratta di una somma di variabili
esponenziali, a differenza del problema precedente (si avrebbe anche qui una somma se
si volesse invece accedere a entrambi gli sportelli, uno dopo I’altro). Percio, non & corretto
utilizzare gli stessi metodi di calcolo applicati prima.

Piuttosto, si osserva che l'evento {T" > t} (il complementare di quello che definisce la
funzione di ripartizione) ¢ verificato se e solo se i tempi di attesa di entrambi gli sportelli
sono maggiori di ¢:

{T >t} ={min(T1,T2) >t} = {11 > t, T >t}

se uno dei due fosse < t, allora anche T', che ¢ il minimo di questi due tempi, sarebbe
< t. Quindi, sapendo che T; e T sono indipendenti ed esponenziali, la probabilita di
{T >t} ¢ data da

P{T > t} = P{min(Tl,Tg) > t}
:P{Tl >t, Th >t}

= P{T\ >t} P{T» >t} (indipendenza)
=(1-P{I <t})(1—-P{T» <t}) (eventi complementari)
=(1—14+e M1 —14e 2 (funzioni di ripartizione esponenziali)
Y
_ Ot

e, di conseguenza, la funzione di ripartizione di T" e
P{T <t} =1—P{T >t} =1— e M2}t
ovvero T' & anch’essa esponenziale, di parametro A\; + Ag, e dunque la sua densita e:

F(t) = (A1 + Ag)emPa)t

5 Problema: tempo di vita in serie e in parallelo

Problema: Un componente elettronico € formato da tre elementi in serie, ciascuno dei
quali ha un tempo di vita esponenziale, rispettivamente di parametri A =0.3, u =0.1 e
v =0.2.

0.3 0.1 0.2




1. Sia T la variabile aleatoria che misura il tempo di vita dell’intero componente.
Qual ¢ la legge di 1?7

2. Per aumentare I'affidabilita, si aggiunge un componente identico in parallelo.
< 0.3 0.1 0.2 >
0.3 0.1 0.2

Qual ¢ la legge del tempo di vita del componente cosi formato?

Soluzioni:

1. Siano T7,T5,T3 le variabili aleatorie esponenziali (si suppone indipendenti) che
rappresentano i tempi di vita dei tre elementi. Siccome tali elementi sono in serie, €
sufficiente che si guasti uno di essi perché I'intero componente smetta di funzionare.
Cio significa che il tempo di vita del componente ¢ dato dal minimo dei tempi di

vita dei tre elementi:
T = min(Ty, 1>, T3)

Procedendo esattamente come nel problema precedente,

P{T > t} = P{min(Tl,Tg,Tg) > t}
:P{Tl >t, Th > 1, T3>t}
= P{Tl > t}P{TQ > t}P{Tg > t}
— e—Ate—ute—yt

— o~ Ot

si ricava che T' & una variabile aleatoria esponenziale di parametro A 4+ 1 + v, la
cui funzione di ripartizione ¢

Fr(t) = P{T <t} =1 — e OHrtnt

(per t > 0, e uguale a 0 altrimenti).

2. Siano T e W i tempo di vita di ciascuno dei due rami paralleli. Dato che i due rami
sono identici, entrambe queste variabili aleatorie sono esponenziali di parametro
A+ pu+y (come determinato nella parte precedente del problema). Inoltre, poiché
i tempi di vita dei singoli elementi che formano i rami sono indipendenti, lo sono
anche T e W. Questa volta, pero, il componente continua a funzionare fintanto che
funziona almeno uno dei due rami paralleli, quindi il tempo di vita complessivo X
& dato dal massimo di T e W:

X = max(T, W)



Osservando che max(T, W) <t se e solo se T < t, W < ¢, si ricava la funzione di
ripartizione di X:

Fx(t)=P{X <t}
= P{max(T, W) < t}
= P{T <t W<t}
= P{T <t} P{W <t}
= Fr(t)Fw(t)
= (Fr(t))? (perché T e W seguono la stessa legge)

_ (1 _ e*()\+,u+’y)t)2

(per t > 0, e uguale a 0 altrimenti).

6 Distribuzione uniforme

Definizione: Dati due numeri reali a e b, con a < b, si dice che una variabile aleatoria X
ha distribuzione uniforme, con parametri a e b, se la sua densita di probabilita e:

1
sea<zxz<bd
flay={b—a
0 altrimenti
La funzione di ripartizione corrispondente é:
0 sex <a
x—a
F(x) = sea<z<b
(z) —
1 sex >b

Distribuzione uniforme cona=1e b =3

Densita f(x) Funzione di ripartizione F'(x)

N
|
=

10



Per ricavare questa definizione, & sufficiente chiedere che la densita assuma un valore
costante ¢ > 0 nell’'intervallo [a, b], e 0 altrimenti.

f(a:):{c sea<z<b

0 altrimenti

Infatti, perché questa funzione sia una densita, il suo integrale su tutto R

/+Oof(x)da::/abcdx:c/abdm:c[x]Z:c(b—a)

—00
deve valere 1, e questo requisito fissa il valore di ¢:

1

b— =1 =
c(b—a) = o=

11 valore medio della distribuzione uniforme &

+oo b T 1 b
L (X) / xf(x)dx /a b—adw b_a/axdx

1 be_ 1 b*—-a* (b—a)(b+a)
b—a[2]a b—a 2  20b-—a)
_a+b
2

mentre la varianza ¢ data da

0? = Var(X) = E(X?) — (E(X))?

- [T rma- (450

b—a 4

1 231" (a+b)?
_b—a[B} 4
¥ -a®  (a+0b)?
T 3(b—a) 4
_(b—a)(a®+ab+b*)  a®+2ab+b?
- 3(b—a) a 4
_ 4a® 4 4ab + 4b* — 3a* — 6ab — 3b*
B 12
_a272ab+b2
B 12

(b—a)®
12

11
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