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Spazi vettoriali

1 Spazio vettoriale

Sia (K, +,-) un campo. Uno spazio vettoriale su K ¢ una struttura (V,+,-) dove

e + ¢ un’operazione interna

+:VxV =V

tale che (V,4) € un gruppo commutativo
e - & un’operazione esterna
KXV =2V
che soddisfa le seguenti proprieta per ogni A\, Ao € K e u,v € V:
l-u=u
M+N) u=A-ut+X u

AMc-(u+v)=XA-u+A-v
)\1()\2u):()\1)\2)u

Gli elementi di V' si chiamano vettori e quelli di K si chiamano scalari.



1.1 Esempio

R? = {(z,y) | ,y € R} & uno spazio vettoriale su R con le operazioni di somma tra
vettori e prodotto per uno scalare:

(w1,y1) + (22, 92) = (71 + 22,91 + ¥2)
T‘(J:,y):(r-x,r-y)

Verifica delle proprieta dell’operazione esternas:

L (l’,y) = (H?,y)

(r+s)-(z,y)=((r+s)z,(r+s)y)
= (rz + sz, ry + sy)

= (rz,ry) + (sz, sy)

=r-(z,y) + s (2,y)

re ((x1,91) + (22,92)) = 7 (21 + 22,91 + ¥2)

= (r(z1 4+ x2),7(41 + 42))
= (roy + rzo, ry1 + ry2)
= (rzy,ry1) + (rzo, rys)
— .

(x1,91) + 7 (22,92)

re(s-(z,y)) =1 (sz,sy)
= (rsxz,rsy)

=rs-(2,9)



2 Interpretazione geometrica di R?

R? si puo rappresentare graficamente nel piano cartesiano: ogni coppia (x,y) corrispon-
de

o al punto di coordinate (z,y)

o al vettore che parte dall’origine degli assi e arriva al punto (z,y)

3 Indipendenza lineare di vettori

Negli spazi vettoriali R, m vettori uq, ..., U, sono linearmente indipendenti se
u1l
Um,

3.1 Esempio

up = (1,2,3) wup=(1,0,1) w3 =(1,0,0) uy, uz2, ug € R

12 3

U=|u] =101
100

detU=2#0 = 1gU =3

Quindi 'insieme {u1, ug,us} € linearmente indipendente.

ug = (1,-2,-1)

ul 1 2 3
U=luwl|l=11 0 1
m 1 -2 -1

2

detU’' =0, det (i 0

):—2;&0 — 1gU’ =2



Quindi {u1, u2,us} non & linearmente indipendente. uy & infatti una combinazione lineare
di u1 e ug tramite i coefficienti —1 e 2:

—uy + 2up = (—1,-2,-3) + (2,0,2) = (1, -2, —1) = uy
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