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Funzioni

1 Funzione inversa

Sia f: X — f(X), cioeé una funzione suriettiva. Se f & anche iniettiva, e di conseguenza
biiettiva, allora e invertibile,

Vy € f(z) 3Flz € X tale che f(z) =y

quindi esiste una funzione

LX) —»Xx
y — x tale che f(z) =1y

chiamata funzione inversa di f.

Entrambe le composizioni di f e f~! corrispondono alla funzione identita:

1.1 Esempi

o f(z)=2z+1 f:R—R
¢ biiettiva, e quindi invertibile:




e f(x) =32 f:R — R ¢ biiettiva, quindi invertibile:

y = 32°
oot
x = i/g = f(2) = \3/§
Yy
fa@)
// fﬁl((IJ)

o flx)=2% f:R—[0,+00)
non ¢ invertibile.

Si puo ottenere una funzione invertibile restringendo il dominio a [0, +00):

f+10,+00) = [0, +-00)

x — 1?



y=a

Va?=\/y

2l = vy
x =./y perché x>0

fUz)=vz f71:]0,400) = [0, +00)

Si ottiene una funzione invertibile anche restringendo il dominio a (—oo, 0]:

f:(—00,0] = [0, 4+00)

x — z°

y=a’

[ =y
—x =,/y perché x <0

=i

fHz)= vz f71:[0,400) = (—00,0]

Non ¢ pero possibile considerare insieme le due inverse: cio che si otterrebbe non
e una funzione.




2 Funzioni trigonometriche inverse

2.1 Seno

f(z)=sinz f:R—[-1,1]

Se si restringe il dominio (per rendere iniettiva la funzione)

™ T
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r — sinx

si ha allora che

3f71 i [-1,1] - [

T 77}
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xr — arcsinx

-
arcsin x,”

’
s
’

, sin x

2.2 Coseno

f(x)=cosx f:R—[-1,1]

Restringendo il dominio a [0, 7], si ricava la funzione inversa



ft[-1,1] = (0,7

T — arccosx

Y
arccos T

2.3 Tangente

f(z) =tgz f:R\{g—i—knr:kEZ} — [-1,1]
La funzione inversa si definisce restringendo il dominio a (-3, 5):
fff:R— (—ﬂ- ﬂ-)

272
r — arctgx




3 Funzioni crescenti, decrescenti e monotone

Sia f: X — R.

o f & crescente (decrescente) se Vri,x2 € X con x1 < x2 si ha che f(z1) < f(x2)
(f(z1) = f(x2))-

o f & strettamente crescente (strettamente decrescente) se Vz1,z5 € X con
x1 < x9 si ha che f(x1) < f(x2) (f(z1) > f(z2)).

Una funzione crescente o decrescente si dice monotona. Una funzione strettamente
crescente o strettamente decrescente si dice strettamente monotona.

3.1 Esempi

fla) =2’

¢ strettamente crescente.

-2 sex <1

f(:v):{x sex >1

¢ crescente, ma non strettamente.

fla) =a?

e strettamente decrescente per x € (—00,0) ed & strettamente crescente per z € [0, +00);
non importa in quale dei due intervalli si include lo 0.



¢ la funzione parte intera, il cui valore per ogni x & il piu grande numero intero < z.
Essa ¢ crescente, ma non strettamente, e il suo grafico si dice “a scala”.

3.2 Monotonia e invertibilita
Teorema: Se una funzione f : X — f(X) & strettamente monotona, allora ¢ invertibile.
Per esempio, se f e strettamente crescente, si ha che

Ve, xe 1 < 20 = f(.%'l) < f(.%g)

e quindi

r1 # 1y => f(w1) # f(22)

cioeé f e iniettiva, e di conseguenza invertibile.

Il viceversa non ¢ vero, cio¢ esistono funzioni invertibili che non sono strettamente
monotone, come ad esempio

3z sex >0
fl@)=41

— sex <0

T

che non ¢ monotona, ma ha funzione inversa



sex >0

sex <0
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3.3 Composizione

Se f e g sono funzioni monotone, anche la loro composizione f o g € monotona. In
particolare:

f g | foy
crescente crescente crescente
crescente decrescente | decrescente

decrescente  crescente decrescente
decrescente decrescente crescente

Inoltre, se f e g sono entrambe strettamente monotone, anche f o g ¢ strettamente
monotona.

3.3.1 Esempio di dimostrazione: f e g decrescenti

Siccome g ¢ decrescente, si ha che

Ve, 20 € X 11 <20 = g(x1) > g(22)
| — | | I— |
U1 72

Per la definizione di composizione,



e, poiché anche f & decrescente, vale

y1>y2 = f(y1) < fly2)
ry < a9 = flg(w1)) < fg(w2))

quindi f o g & crescente. [
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