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Limiti di funzioni

1 Proprieta verificate definitivamente

Sia f : D — R e sia xg € R* di accumulazione per D. Si dice che f(z) verifica una
certa proprieta definitivamente per z — z se JU(x¢) intorno di xy tale che Va €
(U(xo) ~{zo}) N D la funzione verifica la proprieta.

2 Teorema del confronto

Teorema: Siano f,g,h: D — R e sia zp € R* di accumulazione per D. Se f(x) < g(z) <
h(z) definitivamente per x — xg e se

lim f(z) = lim h(z)=1€R"

Tr—TQ Tr—TQ

allora

lim g(x) =1

Tr—T0

Dimostrazione: Siccome f(x) < g(x) < h(z) definitivamente per x — x¢, AUy () intorno
di xo tale che

Vo € (Up(wo) ~ {eo) N D f(z) < g(x) < h(z)
e Sia l € R. Per la definizione di limite:

— Ve >0 3JU;i(xp) tale che

Ve € (Ui(xo) ~{zo}) ND l—e< f(z)<l+e

— Ve >0 3Us(xp) tale che

Vo € (Uz(xo) ~{xo})ND l—e<h(z)<l+e



Sia U(zo) = Up(xo) NU1(xg) N Ua(xp), che & ancora un intorno di xy, tale che

Ve € (U(xo) N {zo})ND l—e<f(z)<glx)<hlx)<l+e

| I— L —
Di conseguenza,
lim z)=1
T—x0 g( )

o Sia invece | = 4o00. Allora, Ya 3U;(z0) tale che

Ve € (Ui(xo) ~{zo})ND f(z)>a

e quindi, Yz € (Uy(zo) N Uy (z9) ~ {zo}) N D,

g(2) 2 f(@) > 0 = lim g(z) = +o0 =1

T—x0
e La dimostrazione per il caso [ = —oo € analoga. [J
2.1 Esempio
. sinx
lim
r—+o00 X

—1<sinz <1 Vz€R, quindi se x > 0 si ha

1 sinx 1
< < =
rxr T
e allora
1
lim <_ =0 sin x
SRR — lim -0
. 1 z—+oo I
Iim — =0
r—+oco

In generale, il teorema del confronto si puo applicare per qualsiasi funzione costituita da
una funzione limitata fratto una che tende a 4oc.



3 Calcolo di limiti con 0 e +c0

Teorema: Siano f,g: D — R e sia g € R* di accumulazione per D.

o Se limg_sz, f(x) = +00 (—00) e g & definitivamente limitata inferiormente (supe-
riormente), allora

lim (f(z) 4 g(x)) = 400 (=00

T—T0

o Se limg_yz, f(z) = +00 (—00) e limy_yy, g(x) =1 € R* \ {0}, allora

Jim f(z)g(z) =

+oo sel>0(1<0)
—o00 sel<0(l>0)

(in pratica, il segno dell’infinito segue la regola del segno del prodotto).

o Selimg_,z, f(z) =0 e g(x) & definitivamente limitata, allora

lim f(z)g(x) =0

T—T0

o Selim, ., f(x) =07 (07), cio¢ f(x) tende a 0 assumendo valori positivi (negativi),
allora

1
lim —— = 400 (—00)

v=wo f(x)

o Se limy_yz, f(z) = +00 (—00), allora

1
lim —— =0" (07)

T—T0 f(,’I})
3.1 Esempi
lim (x —sinz) = 400
T—+00
1 ! +
im =
70 x4 4 22 0
li li !
im im = —00
a0tz — a3 oot 23 (r — 1) 1
— #lim
1 z—0 g4 — 23
lim = 400



4 Forme indeterminate

Le forme indeterminate (o forme di indecisione) sono

e 400+ (—00)

L

8@

e (00

o 1

dove 0 e 1 non sono costanti, ma indicano funzioni che tendono rispettivamente a 0 e
1.

In questi casi, il limite non si puo stabilire a priori: il calcolo due limiti con la stessa
forma indeterminata pud portare a risultati diversi.

4.1 Esempi

4.1.1 Forma indeterminata >, quozienti di polinomi
00

0 0
o
PP (B & g
= 1m =
z—+oo 22 4 x z—>+00 < 1) 2

2 —_

A2+

i

0
0
)

3+ 2z x)i<1+ﬁ)

z—5400 12+ 1 :$—1>I—il-loo 1 =t

[
0
0

—i

lim = lim ——% =0

z—+oo 12 + 3x T——+00 x¢<1+3$)

N



In pratica, per questa forma indeterminata, quando la funzione ¢ un quoziente di poli-
nomi:

e se numeratore e denominatore hanno lo stesso grado, il limite & il rapporto tra i
coefficienti delle potenze di grado massimo;

e se il numeratore ha grado superiore al denominatore, il limite & oo;

e se il numeratore ha grado inferiore al denominatore, il limite & 0.

0
4.1.2 Forma indeterminata 6: quozienti di polinomi

—1
1
22— . 2x — 1)
lim ——— =lim™———2% = —1
e—0322 + 1 2-02(3x + 1)
1

2
1
3zt 4+2x | #(323+2)

im ————— = lim
e=0 223 + 22 20 27(27 4 1)
1

? (limite destro e sinistro diversi: +00)

2

1
. 3xty22? xz(3x2 +2)
lim ———— = lim ——5——— =
=0 brd 4+ 250 (522 +1)
1

In pratica, si considerano i gradi minim: delle potenze:

e se numeratore e denominatore hanno la stessa potenza di grado minimo, il limite
e il rapporto tra i coefficienti di tale potenza;

e se il numeratore ha una potenza di grado minimo superiore a quella del denomi-
natore, il limite ¢ 0;

« se il numeratore ha una potenza di grado minimo inferiore a quella del denomina-
tore, il limite puo essere oo 0 non esistere, a seconda dei gradi.



4.1.3 Forma indeterminata +o0o — oo: differenza di radici

. . W+ l—-Vr) (Ve + 1+ x)
Jim (Vo 1= yr) = lim NeES ez

i z+1—zx
= 1m —
z—too \Jr + 14+ /2
) 1
= hm —_———
z—+oo \/x + 1+ /T
=0

5 Crescita degli infiniti: potenze, esponenziali e logaritmi

Sianoa >1e a > 0.

ait

lim — =+
T—+oo &

perché I'esponenziale cresce piu rapidamente di qualsiasi potenza.

!
lim 2t g
x—+oco %

perché il logaritmo cresce piu lentamente di x%. Anche le potenze del logaritmo crescono
piu lentamente di z:

1 B
im 198" _ 5 vss g
z—+00 [l
5.1 Esempi
0
T
2 4 g 2¢ <1 to )
lim = lim =400
z—+oo x4 + 222 zo+oo 2
(1 + —2)
X
| I—
0

. 1 . .
lim z2= forma indeterminata 0 - oo
r—0t



1
Sostituzione: t = ~ = x = piser = 0", t — +o0.

SHE

lim -2 = lim = = +o0
t—+oo t t—+oo t

T 2x
w_ge (15

xgg-loo 3% 44z :vkr-il-loo Jz <3x
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