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Calcolo a tableaux — Completezza

1 Hintikka set

Definizione: Un insieme di formule I' ¢ un Hintikka set (abbreviato H-set) se:
e I' non contiene coppie complementari;
e se ~—A el allora A €T
e se A€l e A ¢ un’a-formula con ridotti B e C, allora B,C € T;
e se AT, e Aeé una S-formula con ridotti B e C, allora B € I" oppure C € I’

Osservazione: Non ¢ richiesto che I' sia un insieme finito.

1.1 Esempi

I'h ={A — B,B,C} ¢ un H-set:
— I'y non contiene coppie complementari;
— A — B €T ¢&una g-formula con ridotti -A, B, e B €T.

e I'y={B,A— B,ANC, A} non & un H-set: AAC & un’a-formula con ridotti B, C,
ma C ¢ I'y.

e I's={-(4— B),ANC, A} non ¢ un H-set, perché =(A — B) & un’a-formula con
ridotti A,—B, ma =B ¢ I's (e inoltre, come nell’esempio precedente, A A C € T's,
ma C ¢ I's).

e I'y ={-A,B,A — B,AV C,C,—B} non ¢ un H-set, perché contiene la coppia
complementare B, —B.



2 Schema della dimostrazione di completezza

Per dimostrare la completezza del calcolo a tableaux Tgpr,, si inizia dimostrando i
seguenti lemmi:

o LHI: Ogni H-set ¢ soddisfacibile.

e LH2: Se p ¢ un ramo aperto di un tableau completo per I', allora A, ¢ un H-set.
Da questi, e dal fatto che I' € A, si deduce:

e LH3: Se I' ha un tableau completo e aperto, allora I' ¢ soddisfacibile.

Di conseguenza, se I' ¢ insoddisfacibile, ogni tableau completo per I' ¢ chiuso, da cui
segue immediatamente il teorema:

o Teorema (di completezza di Tcpr,): Se un insieme finito di formule T" & insoddisfa-
cibile, allora esiste un tableau completo chiuso per I'.

3 Soddisfacibilita degli H-set

Lemma (LH1): Ogni H-set ¢ soddisfacibile.

Dimostrazione: Sia I' un H-set. Si definisce la seguente valutazione v : VAR — {0, 1}:

~ 1 el
Vp e VAR w(p) = sep
0 sep¢T
Si dimostra per induzione su rg(H) che, per ogni H € I', si ha v = H.
o Base: rg(H) =1, cioé H & un letterale:

— Se H = p €1, allora, per definizione

vp)=1 = viEp

— Se invece H = —p € I, allora p ¢ T" (perché I, in quanto H-set, non contiene
coppie complementari), e quindi

v(p) =0 = viEP = viE P

o Ipotesi induttiva: Per ogni K € I" tale che rg(K)=h>1,v = K.

o Passo induttivo: Sia H € T', con rg(H) = h + 1. Si procede per casi sulla forma di
H:



— Sia H = == K. Poiché T" & un H-set, K € I'. Dunque, dato che rg(K) < h,
per ipotesi di induzione si ha che

vEK = vE K

— Sia H un’a-formula con ridotti K7 e K. Allora, essendo I' un H-set, per
definizione si ha anche K, Ky € I'. Dato che rg(K;) < h e rg(K2) < h, per
I'ipotesi induttiva si ha che

vEK evEKy = vi= K1 ANKy
e quindi, ricordando che, in generale, una a-formula & equivalente alla con-
giunzione dei suoi ridotti, H = K; A K, si deduce che v = H.

— Sia H una p-formula con ridotti K7 e Ks. Per la definizione di H-set, deve
essere K1 € I oppure Ko € I'. Dato che rg(K7) < h e rg(K3) < h, per ipotesi
induttiva

vEKiovE Ky = vE K| VK>

Di conseguenza, siccome H = K; V Ky (una S-formula equivale alla disgiun-
zione dei suoi ridotti), v = H.

4 Richiamo — Proprieta dei tableaux

Nelle dimostrazioni successive, verranno usate alcune proprieta dei tableaux, dimostrate
in precedenza:

1. Proposizione (PT1): Sia p = Ni,..., N un ramo di un tableau 7 (non necessaria-
mente completo). Per ciascuna formula H € A, valgono le seguenti proprieta:

a) Se H ¢ un letterale, allora H € I'y, , cio¢ appartiene alla foglia del ramo.
b) Se invece H ¢ composta, allora:
e 0HET Ni»

« oppure deve esistere un indice ¢ € {1,...,k— 1} — 'indice di un nodo del
ramo che non sia la foglia — per cui H € I'y;, ma H ¢ I'n,., e Niyp e
ottenuto da NN; scomponendo la formula H.

2. Proposizione (PT2): Siano p = Ny, ..., Ny un ramo di un tableau completo T e H
una formula composta. Valgono le seguenti proprieta:

a) Se H = =—A € A,, cioé se compare sul ramo una formula del tipo ~—A4,
allora A € A, cioe sul ramo compare anche A.



b) Se, invece, sul ramo & presente un’a-formula H € A,, con ridotti Hy, Ho,
allora Hy, Hy € A,.

c) Se H € A, ¢ una f-formula con ridotti Hy, Hy, allora compare sul ramo anche
(almeno) uno dei due ridotti: Hy € A, o Hy € A,

3. Proposizione (PT3): Sia p = Ny, ..., Ng un ramo di un tableau completo 7 per I'.
Se A, contiene una coppia complementare, allora anche I'y, contiene una coppia
complementare.

5 Un ramo aperto ¢ un H-set

Lemma (LH2): Se p & un ramo aperto di un tableau completo per I', allora A, & un
H-set.

Dimostrazione: Per prima cosa, si osserva che A, non contiene coppie complementari,
poiché p ¢ aperto. Infatti, se invece A, contenesse una coppia complementare, per la PT3
sarebbe presente una tale coppia anche nella foglia del ramo, ovvero, per definizione, il
ramo sarebbe chiuso.

Tutte le altre proprieta degli H-set seguono direttamente dalla PT2:
e se ~mAc Ay allora A e Ay
e se Ac A, e Ac¢un’a-formula con ridotti B e C, allora B,C € A;

« se Ac A, e A ¢ una S-formula con ridotti B e C, allora B € A, oppure C € A;

6 Lemma principale

Lemma (LH3): Se I' ha un tableau completo e aperto, allora I' ¢ soddisfacibile.

Dimostrazione: Sia T un tableau completo e aperto per I'. Per definizione, 7 ha almeno
un ramo aperto; sia p tale ramo. Allora:

1. per LH2, A, ¢ un H-set;
2. per LH1, A, ¢ soddisfacibile;

3. l'insieme I' & quello associato alla radice di 7 (poiché questo &, appunto, un tableau
per I'), e ogni ramo del tableau (compreso p) ha come primo nodo la radice, quindi
I' € A,, e dunque anche I' ¢ soddisfacibile.



7 Teorema di completezza

Teorema (di completezza di Tcpy,): Se un insieme finito di formule I" & insoddisfacibile,
allora esiste un tableau completo chiuso per I'.

Dimostrazione: Per prima cosa, si osserva che esiste sempre almeno un tableau per qua-
lunque I'. Come caso limite, se I' ¢ composto solo da letterali (o ¢ vuoto), 'albero
costituito dalla sola radice ¢ comunque un tableau (in particolare, I'unico esistente per
r).

Da LH3 si deduce, utilizzando la contronominale, che se I" non & soddisfacibile (¢ insod-
disfacibile) allora non esiste un tableau completo e aperto per I', ma almeno un tableau
esiste sempre, e quindi deve esistere un tableau completo chiuso per I'.

Osservazione: In realta, si &€ dimostrata un’affermazione piu forte: ogni tableau completo
per I é chiuso. Questa proprieta vale per la logica proposizionale classica, ma non per
altri sistemi logici.

8 Tableaux chiusi non completi

Per la PT3, se un nodo N di un ramo contiene una coppia complementare H, —~H,' anche
nel caso in cui H sia una formula composta si puo arrestare subito lo sviluppo del ramo,
senza bisogno di arrivare fino alle foglie: tutti i rami completi che partono da N saranno
sicuramente chiusi.

Utilizzando questa considerazione, si puo formulare una versione piu forte del teorema
di completezza, eliminando la richiesta che il tableau chiuso sia completo:

Teorema (di completezza di Tcpr,): Se un insieme finito di formule I' & insoddisfacibile,
allora esiste un tableau chiuso per I'.

9 Tableaux e tautologie

Proposizione: Una formula H & una tautologia se e solo se ogni tableau per {—=H} ¢
chiuso.

Dimostrazione:

H ¢ una tautologia <= —H non ¢ soddisfacibile

<= ogni tableau per {—H} & chiuso

LPi in generale, le due formule H e —H possono essere presenti anche solo in nodi diversi del ramo.



9.1 Esempio
Sia H = (A —- -B) — (A A B). Un tableau per ~H ¢ il seguente:
—(=(A—-B) = (AAB))
(A — -B),-(AAB)
A,——=B,~(ANB)

|
A,B,-(ANAB)

/\

A,B,~A A DB,-B

Entrambi i rami sono chiusi, quindi —H ¢ insoddisfacibile, e di conseguenza H & una
tautologia.

10 Tableaux aperti e contromodelli

Un’altra proprieta che si puo dimostrare, e che fornisce un’informazione aggiuntiva
relativamente agli insiemi di formule per cui si hanno solo tableaux aperti ¢ la seguente:

Proposizione: Se un insieme finito di formule I" ha un tableau completo aperto, si puo
estrarre da esso una valutazione che verifica I'.

Dimostrazione: Per LH3, avendo un tableau completo aperto, I' ¢ soddisfacibile:
p aperto = A, ¢ un H-set (LH2)
= A, ¢ soddisfacibile (LH1)
— I ¢ soddisfacibile
(dove p = Ny,..., Ng ¢ un ramo aperto del tableau). La dimostrazione di LH1 indica

come costruire una valutazione v che soddisfi 'H-set A,, e, siccome I' C A, si avra
anche v =T

1 sepe A,
0 sep¢ A,
Per la PT1, tutti i letterali presenti in A, compaiono anche nell’insieme associato

alla foglia del ramo, I'y,, dunque (per praticita) la valutazione puo essere costruita
considerando anche solo I'y, :

Vp € VAR v(p) = {

1 sepelyn,

Vp € VAR -
p v(p) {0 sep T



Osservazione: Se I' = {—~H} ha un tableau completo aperto, allora v = —H, ovvero
v £ H, quindi v ¢ un esempio di modello (valutazione) che rende falsa H, o, in altre
parole, un controesempio che indica che H non ¢ una tautologia. In generale, un modello
che rende falsa una formula (o un insieme di formule) viene chiamato contromodello
per la formula (o l'insieme).

10.1 Esempio

Sia H = (A — B) A (AV B). Un tableau aperto per H ¢ il seguente:

(A— B)A(AV B)

A— B,AVB

/\

~A,AVB B,AVB

/\A

-A, A N:-AB N': A, B N": B

Dalle foglie dei (tre) rami aperti, si estraggono le seguenti valutazioni che soddisfano
H:

UN<A) =0, UN(B):l = VN 'Z(A—)B)/\(A\/B)
on(A) =1, von1(B) =1 = ows b= (A = B) A (AV B)
UN//(A) :O,UN//(B) =1 = vn» ': (A—>B)/\(A\/B)

11 Tableaux e conseguenza logica

I tableaux possono essere usati per verificare la conseguenza logica:

I' E H < T'U{-H} & insoddisfacibile
<= esiste un tableau chiuso per I' U {—H}

11.1 Esempi

o Siano I' = {-A} e H=(AAN-B) — (AA B). Un tableau per ' U {-H} &:



~A,~((AA-B) - (AAB))

-A,AN-B,~(ANAB)

~A,A,~B,~(ANA B)

Siccome esso ¢ chiuso, I' U {=H} ¢ insoddisfacibile, ovvero

-AE(AN-B) = (AAB)

o SianoI'={A — B} ¢ H = -A — B. Un possibile tableau per T U{-H} ¢

A—>B,—|(—|A—>B)

A—)B,ﬁA,ﬁB

N

-A,-B  B,-B

che e aperto, quindi
A— BFE-A—B

e SianoI' = {A — B} e H = =B — —A. Per ' U{—-H} si costruisce il seguente
tableau:

A— B,—\(—\B — —|A)

A— B,ﬂB,—\—\A

A— B,-B,A

/\

~A,-~B,A  B,-B,A

Esso e chiuso, percio
A— BE-B—-A
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